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CAPITOLUL 1
 Notiuni de teoria multimilor
 1.1. Multimi
 Conceptul de multime, fundamental ın cadrul matematicii, reprezinta o colectiede obiecte distincte. Aceste obiecte poarta numele de elemente ale multimii.
 De exemplu, putem considera multimea tuturor studentilor unei grupe. Dacaavem ın vedere multimea tuturor numerelor prime, atunci 2, 3, 5 si 11 sunt elementeale acestei multimi. Multimile se noteaza cu litere mari de tipar: A, B, C, M, Xetc, ın timp ce elementele unei multimi se noteaza de obicei folosind litere mici detipar: a, b, c, m, x etc.
 Definitie 1.1.1. Multimea care nu contine nici un element poarta numele demultimea vida si se noteaza cu ∅.
 Multimile pot fi definite prin doua metode:1. Prin enumerarea elementelor sale; cand definim o multime prin enumer-
 area elementelor sale vom introduce ın acolade {} aceste elemente; de exemplu,{10, 30, 50, 70, 90} este multimea ale carei elemente sunt 10, 30, 50, 70 si 90.
 2. Prin enuntarea proprietatilor specifice pe care le are fiecare element ın multime;de exemplu, daca M este multimea tuturor numerelor naturale care dau restul 2 laımpartirea cu 3, atunci M se defineste prin M ={x| x ımpartit la 3 da restul 2}.Oricum, putem enumera din cele o infinitate de elemente ale multimiiM doar cateva,scriind M = {2, 5, 8, 11, 14, 18, ...} .
 Definitie 1.1.2. Doua multimi A si B se numesc egale (respectiv distincte)daca ele contin (respectiv nu contin) exact aceleasi elemente. Daca multimile A si Bsunt egale, scriem A = B, iar daca A si B sunt distincte, scriem A = B.
 De exemplu, daca A = {1, 3, 9, 27, 81} si B ={x| x ∈ N, x < 100, x este o puterea lui 3}, atunci A = B.
 Trebuie remarcat faptul ca o multime este determinata ın mod unic de ele-mentele ei si nu de ordinea elementelor ın multime. De exem- plu, {1, 3, 9, 27, 81} ={27, 3, 81, 1, 9} . Deasemenea, ın enumerarea unei multimi, un element nu poate aparedecat o singura data, scrierea A = {1, 3, 9, 27, 3, 81} fiind incorecta.
 Definitie 1.1.3. Spunem ca un element x apartine (respectiv nu apartine)multimii A si scriem x ∈ A (respectiv x /∈ A) daca elementul x face (respectiv nuface) parte din multimea A.
 7
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8 1. NOTIUNI DE TEORIA MULTIMILOR
 De exemplu, daca A este multimea tuturor numerelor prime, atunci 11 ∈ A si12 /∈ A.
 Definitie 1.1.4. Fie A si B doua multimi. Reuniunea multimilor A si B,notata A ∪B, este multimea tuturor elementelor din A sau din B, adica
 A ∪B = {x| x ∈ A sau x ∈ B} .De exemplu, daca A = {1, 2, 4, 6, 8} si B = {4, 8, 12, 16, 20} , atunci A ∪ B =
 {1, 2, 4, 6, 8, 12, 16, 20} .Definitie 1.1.5. Fie A si B doua multimi. Intersectia multimilor A si B,
 notata A ∩B, este multimea tuturor elementelor comune lui A si lui B, adica
 A ∩B = {x| x ∈ A si x ∈ B} .De exemplu, daca A = {1, 2, 4, 6, 8} si B = {4, 8, 12, 16, 20} , atunci A ∩ B =
 {4, 8} .Definitie 1.1.6. Doua multimi A si B care au intersectia multimea vida se
 numesc multimi disjuncte.De exemplu, multimile A ={x| x ∈ N, x este numar par} si B ={x| x ∈ N, x este
 numar impar} sunt multimi disjuncte, neavand nici un element comun.Definitie 1.1.7. Fie A si B doua multimi. Spunem ca A este submultime a
 lui B (sau multimea A este inclusa ın multimea B sau multimea B include multimeaA) si scriem A ⊆ B sau B ⊇ A, daca orice element al lui A apartine lui B, adica
 oricare ar fi x ∈ A implica x ∈ B.
 Daca pentru doua multimi A si B avem A ⊆ B si A = B, atunci spunem ca Aeste submultime stricta a lui B.
 De exemplu, pentru multimile A = {4, 8} si B = {1, 2, 4, 6, 8} avem A ⊂ B.Rezulta din definitia 1.1.7 ca oricare ar fi o multime A avem A ⊆ A si ∅ ⊆ A.De asemenea, pentru a arata ca doua multimi A si B sunt egale, este suficient sa
 demonstram ca orice element al lui A este ın B si orice element al lui B este ın A,adica A ⊆ B si B ⊆ A.
 Definitie 1.1.8. Fie A si B doua multimi. Diferenta multimilor A si B, notataA\B, este multimea tuturor elementelor care apartin lui A si nu apartin lui B, adica
 A\B = {x| x ∈ A si x /∈ B} .De exemplu, daca A = {1, 2, 4, 6, 8} si B = {4, 8, 12, 16, 20} , atunci A\B =
 {1, 2, 6} si B\A = {12, 16, 20} .Definitie 1.1.9. Fie A si B doua multimi. Diferenta simetrica a multimilor
 A si B, notata A∆B, este multimea tuturor elementelor care apartin lui A si nuapartin lui B sau care apartin lui B si nu apartin lui A, adica
 A∆B = (A\B) ∪ (B\A) .
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 De exemplu, daca A = {1, 2, 4, 6, 8} si B = {4, 8, 12, 16, 20} , atunci A∆B ={1, 2, 6, 12, 16, 20}.
 Definitie 1.1.10. Daca A este o submultime a multimii E, atunci complemen-tara multimii A relativ la multimea E se noteaza cu CEA si este multimea tuturorelementelor lui E care nu apartin lui A, adica
 CEA = E\A = {x| x ∈ E si x /∈ A} .
 De exemplu, pentru multimile A = {4, 8} si E = {1, 2, 4, 6, 8} avem CEA ={1, 2, 6} .
 In cazul ın care multimea E este o multime universala, neexistand pericolul deconfuzie la calculul complementarei unei submultimi A, vom nota cu CA comple-mentara multimii A.
 1.2. Relatii binare
 Definitie 1.2.1. Produsul cartezian a doua multimi nevide A si B estemultimea
 A×B = {(x, y) | x ∈ A si y ∈ B} .De exemplu, daca A = {1, 2, 3} si B = {1, 2}, atunci
 A×B = {(1, 1) , (2, 1) , (3, 1) , (1, 2) , (2, 2) , (3, 2)} .
 Definitie 1.2.2. Orice submultime r a produsului cartezian A × B se numesterelatie binara de la A la B; daca (x, y) ∈ r, vom nota acest fapt xry, citind ,,x esteın relatia r cu y”.
 De exemplu, daca A este o multime nevida si P (A) este multimea tuturorsubmultimilor sale, consideram relatia binara r ⊂ P (A)× P (A) definita prin
 M, N ∈ P (A) , MrNdaca ((∀) x ∈M) =⇒ (x ∈ N) .
 Definitie 1.2.3. Fie A o multime nevida oarecare. O relatie binara r ⊂ A × Aavand proprietatile:
 1) (∀) x ∈ A, xrx (reflexivitate);2) (∀) x, y ∈ A, xry si yrx implica x = y (antisimetrie);3) (∀) x, y, z ∈ A, xry si yrz implica xrz (tranzitivitate)
 se numeste relatie de ordine (partiala).
 In acest caz, multimea A se numeste ordonata si se noteaza prin (A, r) .De exemplu, relatia binara precendenta este o relatie de ordine (partiala), multimea
 (A, r) fiind ordonata.Definitie 1.2.4. O relatie binara r ⊂ A× A avand proprietatile:1) (∀) x ∈ A, xrx (reflexivitate);2) (∀) x, y ∈ A, xry implica yrx (simetrie);
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 3) (∀) x, y, z ∈ A, xry si yrz implica xrz (tranzitivitate)se numeste relatie de echivalenta.
 De exemplu, daca A este o multime nevida si P (A) este multimea tuturorsubmultimilor sale, consideram r ⊂ P (A)×P (A) definita prin MrN daca si numaidaca M = N , atunci r este o relatie de echivalenta.
 Definitie 1.2.5. O relatie de ordine r este totala daca satisface conditia
 (∀) x, y ∈ A avem xry sau yrx.
 De exemplu, daca A = {1, 2, 3, 4} si relatia binara r este definita astfel: r ⊂ A×A,xry daca si numai daca x divide y, este o relatie de ordine, dar nu este totala, deoarece3 nu divide 4 si 4 nu divide 3.
 Aceaasi relatie binara definita pe A = {1, 2, 4} se dovedeste a fi de ordine totala.Fie (A,≤) o multime ordonata si B ⊂ A o submultime fixata.Definitie 1.2.6.1) Majorant al lui B este orice element x ∈ A care are proprietatea
 z ≤ x, (∀) z ∈ B.
 2) Multimea B are un cel mai mare element, daca exista un majorant al luiB care apartine lui B; acesta se noteaza maxB si daca exista, el este evident, unic.
 3) Minorant al lui B este orice element x ∈ A care are proprietatea
 x ≤ z, (∀) z ∈ B.
 4) Multimea B are un cel mai mic element, daca exista un minorant al lui Bcare apartine lui B; acesta se noteaza minB si daca exista, el este evident, unic.
 5) Daca multimea B are majoranti (respectiv minoranti), atunci vom spune caB este marginita superior (respectiv inferior). Daca multimea B este marginitasuperior si inferior, ea se numeste multime marginita.
 6)Multimea B are margine superioara (notata supB) daca B admite majorantisi multimea majorantilor lui B are un cel mai mic element, supB.
 7) Multimea B are margine inferioara (notata inf B) daca B admite minorantisi multimea minorantilor lui B are un cel mai mare element, inf B.
 Observatie 1.2.1. Marginea superioara sau marginea inferioara a unei multimi,daca exista, este unica.
 Observatie 1.2.2. Marginea superioara sau marginea inferioara unei multimipoate sa apartina sau sa nu apartina multimii.
 De exemplu, sa consideram B = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} ⊂ N si relatia binara ≤⊂ B ×B, definita astfel: x ≤ y daca si numai daca x divide y.
 Atunci, ≤ este o relatie de ordine pe multimea B, nefiind relatie de ordine peZ∗, deoarece x divide −x si −x divide x nu implica x = −x, (deci nu se verificaantisimetria).
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 In raport cu ≤ multimea B ⊂ N admite majoranti, deoarece e- xista x :=c.m.m.m.c. {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} /∈ B, care se divide la toate elementele lui B. Acestnumar reprezinta si marginea superioara a multimii B si multimea B este marginitasuperior. Multimea B nu are un cel mai mare element, deoarece nu exista ın B unelement care sa se divida la toate elementele lui B.
 In raport cu ≤ multimea B ⊂ N admite minoranti, existand x := c.m.m.d.c.{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} = 1 ∈ B, care divide toate elementele lui B. Acest numarreprezinta si marginea inferioara a multimii B si multimea B este marginita inferior.Multimea B are un cel mai mare element, deoarece exista ın B element 1 care dividetoate elementele lui B.
 1.3. Functii
 Definitie 1.3.1. Fiind date doua multimi nevide A si B, se numeste functie(aplicatie) de la A la B ansamblul format de multimile A, B si o lege (corespondenta,transformare, regula) care face ca oricarui e- lement din multimea A sa-i corespundaun singur element din multimea B.
 Daca f desemneaza functia, vom scrie f : A→ B si vom citi ,,f este definita pe Acu valori ın B”; A se numeste domeniul (sau multimea de definitie a) functiei f , ıntimp ce B se numeste codomeniul (sau multimea de valori a) functiei f. Elementularbitrar x ∈ A se cheama argumentul functiei f , iar f (x) (corespondentul prinfunctia f al lui x) se cheama imaginea lui x prin f (sau valoarea functiei f ın x).
 Definitie 1.3.2. Doua functii f : A → B si g : C → D se numesc egale dacaA = C, B = D, iar f (x) = g (x), (∀) x ∈ A.
 De exemplu, functiile
 f : {−1, 1} → Z, f (x) = x3
 si
 g : {−1, 1} → Z, g (x) = x5
 sunt functii egale.Definitie 1.3.3. O functie f : A→ B se numeste constanta daca exista y0 ∈ B
 astfel ıncat f (x) = y0, (∀) x ∈ A.De exemplu, functia f : N → Z, f (x) = (−1)2x este o functie constanta.Definitie 1.3.4. Functia identica a multimii A, 1A : A→ A este definita prin
 1A (x) = x, (∀) x ∈ A.De exemplu, ın multimea permutarilor de ordinul n, Sn, functia identica a multimii
 {1, 2, ..., n} este permutarea identica,
 e =
 (1 2 ... n1 2 ... n
 ).
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 Definitie 1.3.5. Graficul unei functii f : A→ B este multimea
 Gf = {(x, f (x)) ∈ A×B| x ∈ A} .
 De exemplu, pentru functia f : {0, 1, 2} → N, f (x) = x3, graficul sau estemultimea Gf = {(0, 0) , (1, 1) , (2, 8)} .
 Definitie 1.3.6. Restrictia unei functii f : A→ B la o multime nevida C ⊂ Aeste functia fC : C → B, definita prin fC (x) = f (x) , (∀) x ∈ C.
 De remarcat este faptul ca restrictia unei functii la o submultime a domeniuluide definitie este unica.
 De exemplu, daca f : {0, 1, 2} → N, f (x) = x3 si C = {0, 2}, atunci restrictia sala multimea C este functia fC : {0, 2} → N, fC (x) = x3.
 Definitie 1.3.7. Prelungirea unei functii f : A→ B la o multime C ⊃ A esteorice functie definita astfel: fC : C → D, unde D ⊃ B, fC (x) = f (x) , (∀) x ∈ A.
 Din aceasta definitie rezulta ca o functie poate admite mai multe prelungiri.De exemplu, daca f : {0, 1, 2} → N, f (x) = x3, atunci functiile f1C : {0, 1, 2} →
 N, f1C (x) = x3 si f2C : {0, 1, 2} → N, f1C (x) =
 {x3, daca x ∈ {0, 2}10, daca x = 1
 reprezinta
 prelungiri ale functiei f la multimea {0, 1, 2} .Definitie 1.3.8. Pentru functia f : A→ B si C ⊂ A o multime nevida, numim
 imaginea multimii C prin functia f multimea
 f (C) = {y ∈ B| (∃) x ∈ C astfel ıncat f (x) = y} .
 De exemplu, daca f : {0, 1, 2} → N, f (x) = x3, atunci imaginea multimii {0, 1}prin functia f este {0, 1}, iar a multimii {0, 1, 2} este {0, 1, 8} .
 Definitie 1.3.9. Functia f : A → B se numeste injectiva daca (∀) x1, x2 ∈ Acu f (x1) = f (x2) rezulta x1 = x2; sau, echivalent, daca (∀) x1, x2 ∈ A cu x1 = x2rezulta f (x1) = f (x2) .
 Definitie 1.3.10. Functia f : A → B se numeste surjectiva daca f (A) = B;sau, echivalent, daca (∀) y ∈ B, (∃) x ∈ A astfel ıncat f (x) = y (adica ecuatiaf (x) = y are cel putin o solutie ın A pentru fiecare y ∈ B).
 Definitie 1.3.11. Functia f : A → B se numeste bijectiva daca ea estesimultan injectiva si surjectiva.
 De exemplu, functia f : N → N, f (x) = x2 este o functie bijectiva, pe candg : Z → N, g (x) = x2 nu este bijectiva, nefiind injectiva.
 Definitie 1.3.12. Fiind date functile f : A → B si g : C → D, astfel ıncatf (A) ⊂ C, se numeste compusa dintre functia f cu functia g functia notata g ◦ fsi care este definita astfel: g ◦ f : A→ D, (g ◦ f) (x) = g (f (x)) , (∀) x ∈ A.
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 De exemplu, daca f : R → R, f (x) = x2+ 1 si g : R → R, g (x) = 2x+ 3, atunci
 g ◦ f : R → R,
 (g ◦ f) (x) = g (f (x)) = 2(x2+ 1)+ 3 = x+ 5.
 Teorema 1.3.1. Prin compunerea a doua functii bijective se obtine tot o functiebijectiva.
 Definitie 1.3.13. Functia f : A → B admite ca inversa functia f−1 dacaf−1 : B → A si relatia f−1 (y) = x este echivalenta cu relatia f (x) = y. Oricefunctie care admite inversa se numeste inversabila.
 Teorema 1.3.2. Pentru functia f : A→ B inversabila cu inversa f−1 avem
 f ◦ f−1 = 1B si f−1 ◦ f = 1A.
 Teorema 1.3.3. O functie f : A → B este inversabila daca si numai daca estebijectiva.
 1.4. Multimea numerelor reale
 Definitie 1.4.1. Axiomatic, multimea numerelor reale se defineste prin inter-mediul notiunii de sistem de numere reale, adica orice multime R avand proprietatileurmatoare:
 R1) R este corp abelian ın raport cu doua legi “ + ” si “ · ”;R2) Relatia de ordine totala , ,≤ ” definita pe R este compatibila cu legile “ + ”
 si “ · ”, adica:1) daca x ≤ y ın R, atunci x+ z ≤ y + z, oricare ar fi z ∈ R;2) daca 0 ≤ x si 0 ≤ y ın R, atunci 0 ≤ x · y;R3) Orice submultime a lui R, marginita superior, admite margine superioara
 (axioma Cantor-Dedekind sau axioma marginii superioare).Se poate demonstra ca multimea R este unica ın sensul urmator:Daca R′ si R′′ sunt doua sisteme de numere reale, atunci exista o functie bijectiva
 h : R′ → R′′ astfel ıncat:i) h (0) = 0; h (1) = 1;ii) h (x+ y) = h (x) + h (y) , (∀) x, y ∈ R′;iii) h (x · y) = h (x) · h (y) , (∀) x, y ∈ R′;iv) (∀) x, y ∈ R′ cu x ≤ y, rezulta h (x) ≤ h (y) .Cunoscuta fiind multimea numerelor rationale, avand proprietatile sale uzuale
 (algebrice si de ordine) se poate construi o multime ce verifica R1), R2), R3). Ceamai ıntalnita constructie este cea a lui Dedekind.
 Din axioma marginii superioare rezulta cateva consecinte importante pe care leenuntam ın cele ce urmeaza.
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 Propozitie 1.4.1 (Principiul lui Arhimede). Pentru orice numar real pozitiv xsi pentru orice numar real a, exista un unic numar ıntreg n astfel ıncat
 (n− 1)x ≤ a < nx.
 Observatie 1.4.1. Pentru x = 1 rezulta ca oricare ar fi a ∈ R, exista un unicnumar ıntreg n ∈ Z astfel ıncat n ≤ a < n+1. De aici putem defini partea ıntreaga alui a, [a] , ca fiind cel mai mare numar ıntreg mai mic sau egal cu a; partea fractionaraa lui a se defineste ca
 {a} = a− [a] .
 Este clar ca pentru orice numar real x au loc dublele inegalitati
 [x] ≤ x < x+ 1
 precum si
 0 ≤ {x} < 1.
 Principiul lui Arhimede are drept consecinte imediate urmatoarele.Propozitie 1.4.2. Orice interval deschis (a, b) contine cel putin un numar
 rational.Propozitie 1.4.3. Fie A ⊂ R o multime marginita. Atunci:1) p = supA daca si numai daca (∀) a ∈ A, a ≤ p si (∀) ϵ > 0, (∃) aϵ ∈ A astfel
 ıncat p− ϵ ≤ aϵ;2) q = inf A daca si numai daca (∀) a ∈ A, q ≤ a si (∀) ϵ > 0, (∃) aϵ ∈ A astfel
 ıncat aϵ ≤ q + ϵ.Propozitie 1.4.4. (Principiul lui Cantor sau lema intervalelor ınchise, incluse)
 Orice sir de intervale ınchise, descrescator (adica I0 ⊃ I1 ⊃ ... ⊃ In ⊃ ...) areintersectia nevida, adica
 ∩n∈NIn = ∅.
 Daca adaugam la R simbolurile +∞ si −∞, ıntelese ca doua e- lemente noi,obtinem dreapta reala completata, R = R ∪ {−∞,+∞} . Conventiile ın cadrul lui Rsunt: −∞ < +∞ si −∞ < a < +∞, (∀) a ∈ R. R este total ordonata, iar operatiilealgebrice din R pot fi usor extinse (fara a avea sens peste tot) din cele ale lui R. Prin
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 conventie,
 (+∞) + a = a+ (+∞) = +∞, (∀) a ∈ R, a = −∞(−∞) + a = a+ (−∞) = −∞, (∀) a ∈ R, a = −∞
 (∀) a ∈ R, a > 0, avem (+∞) · a = a · (+∞) = +∞(∀) a ∈ R, a < 0, avem (+∞) · a = a · (+∞) = −∞(∀) a ∈ R, a > 0, avem (−∞) · a = a · (−∞) = −∞(∀) a ∈ R, a < 0, avem (−∞) · a = a · (−∞) = +∞a
 +∞=
 a
 −∞= 0, (∀) a ∈ R
 a+∞ =
 {+∞, daca a > 10, daca 0 < a < 1
 a−∞ =
 {0, daca a > 1+∞, daca 0 < a < 1
 (+∞)a =
 {+∞, daca a > 00, daca a < 0
 (+∞)+∞ = +∞, (+∞)−∞ = 0.
 Formal, nu se pot defini
 (+∞) + (−∞) , (−∞)− (−∞) , (+∞)− (+∞) ,
 0 · (+∞) , 0 · (−∞) ,(+∞)
 (+∞),(+∞)
 (−∞),(−∞)
 (+∞),(−∞)
 (−∞),
 (+∞)0 , 1+∞, 1−∞,
 ınsa elementele −∞ si +∞ pot fi vazute, via proprietatile lor, ca marginea su-perioara, respectiv inferioara a submultimilor nemarginite de numere reale; astfel,orice multime nevida A ⊂ R admite margine inferioara si margine superioara, relativla ordinea anterioara.
 Notam cu N, Z, Q, respectiv multimea numerelor naturale, ıntregi, rationale, iarcu N∗ = N\ {0} , Z∗ = Z\ {0} , Q∗ = Q\ {0} , R∗ = R\ {0} .
 1.5. Multimi de numere reale. Intervale
 Definitie 1.5.1. Modulul sau valoarea absoluta a unui numar real x estenumarul x daca x ≥ 0, respectiv −x, daca x < 0.
 Acest lucru se scrie astfel
 |x| ={x, daca x ≥ 0−x, daca x < 0
 .
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 Modulul are urmatoarele proprietati:1) |x| ≥ 0, (∀) x ∈ R; |x| = 0 daca si numai daca x = 0;2) |−x| = |x| , (∀) x ∈ R;3) − |x| ≤ x ≤ |x| , (∀) x ∈ R;4) |x| ≤ a daca si numai daca −a ≤ x ≤ a;5) |x| ≥ a > 0 daca si numai daca x ≤ −a sau x ≥ a;6) |x+ y| ≤ |x|+ |y| , (∀) x, y ∈ R; (inegalitatea triunghiului)7) |∑n
 i=1 xi| ≤∑n
 i=1 |xi| , (∀) x1, x2, ..., xn ∈ R;8) ||x| − |y|| ≤ |x− y| , (∀) x, y ∈ R;9) |x · y| = |x| · |y| , (∀) x, y ∈ R;10)
 ∣∣∣xy ∣∣∣ = |x||y| , (∀) x ∈ R, (∀) y ∈ R∗;
 11) |x|2k = x2k, (∀) x ∈ R, (∀) k ∈ N.Din axioma riglei, oricare ar fi punctele O si A pe dreapta d, exista o functie
 bijectiva unica f : d → R, astfel ıncat f (O) = 0, f (A) > 0 si oricare ar fi puncteleB si C ∈ d, lungimea segmentului [BC] este BC = |xB − xC |, unde f (P ) = xP ,pentru orice P ∈ d.
 In continuare vom considera punctul A ∈ d pentru care xA = 1. Dreapta pentrucare s-au ales ın acest mod punctele O si A se numeste axa.
 Despre orice axa vom spune ca reprezinta geometric multimea R. Din pricinabijectiei dintre multimea numerelor reale si multimea puncte- lor unei drepte, vomputea numi punctul x ın loc de abscisa x a punctului M (x) .
 Fie a, b ∈ R cu a < b. Putem defini urmatoarele submultimi ale lui R:
 (a, b) = {x ∈ R| a < x < b} , [a, b] = {x ∈ R| a ≤ x ≤ b}[a, b) = {x ∈ R| a ≤ x < b} , (a, b] = {x ∈ R| a < x ≤ b}
 (a,+∞) = {x ∈ R| a < x} , [a,+∞) = {x ∈ R| a ≤ x}(−∞, a) = {x ∈ R| x < a} , (−∞, a] = {x ∈ R| x ≤ a} ,
 (−∞,+∞) = R,
 care, dupa interpretarea geometrica a multimii R, reprezinta segmente de dreaptaımpreuna sau fara extremitati, semidrepte ımpreuna sau fara origine si, respectiv, odreapta.
 Definitie 1.5.2. O multime A ⊂ R este marginita daca si numai daca existaM ≥ 0 astfel ıncat |x| ≤M , (∀) x ∈ A sau, echivalent, exista un interval (a, b) astfelıncat A ⊂ (a, b) .
 De exemplu, multimea
 A ={
 n√2| n ∈ N\ {0, 1}
 }este marginita, deoarece A ⊂ (1, 2) .
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 Definitie 1.5.3. O functie f : A ⊂ R → R este marginita daca si numai dacaexista M ≥ 0 astfel ıncat |f (x)| ≤ M , (∀) x ∈ A sau, echivalent, exista un interval(a, b) astfel ıncat f (x) ∈ (a, b), (∀) x ∈ A.
 De exemplu, f : R → R, f (x) = sin2 x este marginita, deoarece
 |f (x)| = sin2 x ≤ 1, (∀) x ∈ R.
 1.6. Vecinatati
 Definitie 1.6.1. Se numeste vecinatate a unui punct x ∈ R orice intervaldeschis care ıl contine pe x. Astfel, daca x ∈ (a, b) , vom spune ca (a, b) este ovecinatate a punctului x si vom scrie acest lucru (a, b) ∈ V (x) . Vecinatatile oricaruix ∈ R de forma (x− ϵ, x+ ϵ), unde ϵ > 0 se numesc vecinatati centrate.
 De exemplu, (−1, 4) este vecinatate pentru 0.Este clar ca orice punct x admite o infinitate de vecinatati.Teorema 1.6.1. In oricare vecinatate a lui x se gaseste inclusa o vecinatate
 centrata si reciproc.Definitie 1.6.2. Se numeste vecinatate a lui +∞ orice interval de forma
 (a,+∞) , unde a ∈ R.Vecinatatile unui punct real au urmatoarele proprietati:1) Orice punct x ∈ R apartine oricarei vecinatati a lui x;2) Intersectia oricaror doua vecinatati ale unui punct este tot o vecinatate a
 punctului;3) Pentru orice doua numere reale distincte, x = y, exista V1 ∈ V (x) si V2 ∈ V (y)
 astfel ıncat V1 ∩ V2 = ∅;4) Pentru orice x ∈ R, orice vecinatate V a lui x si orice y ∈ V , exista W ∈ V (y)
 cu W ⊂ V.
 1.7. Punct interior al unei multimi
 Definitie 1.7.1. Punctul a ∈ R se numeste punct interior al multimii A ⊆ Rdaca exista o vecinatate V ∈ V (a) astfel ıncat V ⊂ A.
 Multimea tuturor punctelor interioare ale unei multimi se numeste interiorulmultimii A si se noteaza Int (A) .
 De exemplu, un interval A marginit de capete a si b are Int (A) = (a, b) . Darorice multime finita A = {a1, a2, ..., an} are Int (A) = ∅.
 Definitie 1.7.2. Multimea A ⊆ R se numeste multime deschisa daca A = Int(A) .
 De exemplu, orice interval deschis, marginit sau nu, (a, b), (a,+∞) sau (−∞, a),cu a ∈ R este o multime deschisa. Multimile ∅, R sunt deschise. Multimea (a, b] nueste deschisa, deoarece Int ((a, b]) = (a, b) .
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18 1. NOTIUNI DE TEORIA MULTIMILOR
 1.8. Punct de acumulare al unei multimi
 Definitie 1.8.1. Punctul a ∈ R se numeste punct de acumulare al multimiinevide A ⊆ R, daca ın orice vecinatate a lui a se gaseste cel putin un element din Adiferit de a.
 Multimea tuturor punctelor de acumulare ale unei multimi A se noteaza cu A′ sise numeste multimea derivata a multimii A.
 Acest lucru se scrie: (∀) V ∈ V (a), (V \ {a}) ∩ A = ∅.De exemplu, dacaA = [0, 1] , atunciA′ = [0, 1]; dacaA = (0, 1], atunciA′ = [0, 1] ;
 N′ = {+∞} ; daca A = {0, 1}, atunci A′ = ∅; daca A ={1, 1
 2, ..., 1
 n, ...}, atunci
 A′ = ∅.De remarcat este faptul ca un punct de acumulare al unei multimi poate sa
 apartina sau nu acelei multimi. De exemplu, daca A = (0, 1) , rezulta 0 ∈ A′\A si1 ∈ A′\A.
 1.9. Punct izolat al unei multimi
 Definitie 1.9.1. Fie A ⊂ R o multime nevida. Atunci un punct a ∈ A senumeste punct izolat daca exista cel putin o vecinatate a lui a care nu contine niciun punct din A diferit de a.
 Acest lucru se scrie: (∃) V ∈ V (a), astfel ıncat (V \ {a}) ∩ A = ∅.De exemplu, pentru multimea A = (0, 1) ∪ {2}, punctul 2 este punct izolat, ın
 timp ce punctul 0 nu este punct izolat, el este punct de acumulare.Sa remarcam faptul ca data fiind o multime nevida A ⊂ R, orice punct a ∈ A
 poate fi sau punct de acumulare sau punct izolat pentru multimea A.
 1.10. Punct aderent al unei multimi
 Definitie 1.10.1. Fie A ⊂ R o multime nevida. Atunci un punct a ∈ R senumeste punct aderent al multimii A daca ın orice vecinatate a lui a se gasestecel putin un element din A.
 Multimea tuturor punctelor aderente ale unei multimi A se noteaza cu A si senumeste aderenta multimii A.
 Acest lucru se scrie: (∀) V ∈ V (a), V ∩ A = ∅.De exemplu, daca A = [0, 1] , atunci A = [0, 1]; daca A = (0, 1], atunci A = [0, 1] ;
 Q = R; daca A = {0, 1}, atunci A = {0, 1} .De remarcat este faptul ca un punct aderent unei multimi poate sa apartina sau
 nu acelei multimi. De exemplu, daca A = (0, 1) , rezulta 0 ∈ A\A si 1 ∈ A\A; dacaA =
 {1, 1
 2, ..., 1
 n, ...}, atunci A = A ∪ {0} .
 Definitie 1.10.2. O multime A ⊆ R se numeste ınchisa daca multimea CAeste deschisa.
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 Propozitie 1.10.1. O multime este ınchisa daca si numai daca este egala cuaderenta sa.
 De exemplu, multimea [a, b] este o multime ınchisa, ın vreme ce (a, b] nu esteınchisa, avand aderenta [a, b] . R este o multime ınchisa, deoarece este complementaramultimii vide, care este o multimedeschisa.
 1.11. Punct frontiera al unei multimi
 Definitie 1.11.1. Fie A ⊂ R o multime nevida. Atunci un punct a ∈ R senumeste punct frontiera al multimii A daca el este punct aderent al multimii Asau CA .
 Multimea tuturor punctelor frontiera ale unei multimi A se noteaza cu Fr (A) sise numeste frontiera multimii A.
 De exemplu,
 Fr ([a, b]) = Fr ((a, b)) = Fr ((a, b]) = Fr ([a, b)) = {a, b} .
 Daca A ={1, 1
 2, ..., 1
 n, ...}, atunci Fr (A) = A ∪ {0} .
 1.12. Multimi finite si multimi infinite
 Definitie 1.12.1. Spunem ca doua multimi A si B sunt cardinal echivalentedaca A = B = ∅ sau daca exista o functie bijectiva f : A→ B.
 Fiecarei multimi A ıi atasam simbolul card A. Atunci, prin definitie card A =card B daca multimile A si B sunt cardinal echivalente.
 Definitie 1.12.2. O multime A se numeste finita daca (∃) n ∈ N astfel ıncat
 card A = card{1, 2, ..., n} . In acest caz avem card A = n.O multime care nu este finita se numeste infinita. Cardinalele multimilor infinite
 se numesc transfinite.O multime A se numeste numarabila daca este cardinal echivalenta cu N; ın
 acest caz se noteaza card A = ℵ0 si se citeste ,,alef zero”.O multime A se numeste cel mult numarabila daca este finita sau numarabila;
 ın acest caz, card A ≤ ℵ0.Multimea A se spune ca este de puterea continuului daca A este cardinal
 echivalenta cu R; ın acest caz se noteaza card A = c.De exemplu, multimea A = {0, 1, 2} este finita (deci cel mult numara- bila),
 avand card A = 3, deoarece f : A→ {1, 2, 3},f (x) = x+ 1 reprezinta o bijectie.De asemenea, B = {2n| n ∈ N} este numarabila (deci cel mult numarabila),
 avand card B = ℵ0, deoarece f : B → N, f (x) = x2este o bijectie.
 Legat de aceste notiuni avem urmatoarele proprietati.Propozitie 1.12.1. Orice submultime infinita a lui N este numa- rabila.
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20 1. NOTIUNI DE TEORIA MULTIMILOR
 Propozitie 1.12.2. Produsul cartezian a doua multimi numarabile este o multimenumarabila.
 Propozitie 1.12.3. Fie f : A → B o functie injectiva; atunci daca B estenumarabila, rezulta ca A este numarabila.
 Propozitie 1.12.4. Orice reuniune numarabila de multimi numara- bile este omultime numarabila.
 Propozitie 1.12.5. Fie f : A→ B o functie surjectiva; daca A este numarabila,atunci B este numarabila.
 Propozitie 1.12.6. Multimile N× N, Z, Q sunt numarabile.Propozitie 1.12.7. Intervalul [−1, 1] nu este o multime numarabila.Prin intermediul functiei bijective f : R → (−1, 1), f (x) = x
 1+|x| , (∀) x ∈ Rrezulta ca intervalul (−1, 1) este cardinal echivalent cu R, deci el va fi de putereacontinuului. De asemenea, cum functia g : (−1, 1) → (a, b) , g (x) = b−a
 2x+ b+a
 2, (∀)
 x ∈ (−1, 1) reprezinta o bijectie, obtinem ca orice interval deschis al lui R are putereacontinuului. Se demonstreaza ca ℵ0 este element neutru ın raport cu adunarea nu-merelor cardinale transfinite, de unde va rezulta card (a, b) = card [a, b] . Concluziaeste ca toate intervalele lui R sunt de puterea conti- nuului.
 1.13. Functii reale de variabila reala
 Definitie 1.13.1. O functie f : A→ B se numeste functie reala de variabilareala daca A ⊆ R si B ⊆ R.
 Definitie 1.13.2. Functia f : A→ B este marginita daca f (A) este o multimemarginita.
 De exemplu, functia f : [0, 1] → R, f (x) = x2 este marginita, ıntrucat f ([0, 1]) =[0, 1]; functia f : R → R, f (x) = x2 nu este marginita, deoarece multimea f (R) =[0,+∞) nu este marginita.
 Definitie 1.13.3. Functia f : A→ B se numeste crescatoare, strict crescatoare,descrescatoare sau strict descrescatoare pe multimea nevida D ⊆ A daca avemrespectiv:
 1. (∀) x1, x2 ∈ D, x1 < x2 rezulta f (x1) ≤ f (x2)
 2. (∀) x1, x2 ∈ D, x1 < x2 rezulta f (x1) < f (x2)
 3. (∀) x1, x2 ∈ D, x1 < x2 rezulta f (x1) ≥ f (x2)
 4. (∀) x1, x2 ∈ D, x1 < x2 rezulta f (x1) > f (x2) .
 In cazurile 1. si 3. se mai spune ca f este monotona, pe cand ın cazurile 2. si4. se mai spune ca f este strict monotona.
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 De exemplu, functia f : R → R, f (x) =
 {x+ 1, daca x ≤ 0x, daca x > 0
 este strict
 crescatoare pe fiecare din multimile (−∞, 0], (0,+∞) , nefiind nici strict crescatoare,nici crescatoare pe R = (−∞, 0] ∪ (0,+∞).
 Teorema 1.13.1. Orice functie strict monotona este injectiva.Reciproca acestei teoreme nu este adevarata. De exemplu, functia f : (−∞, 2] →
 [−2,+∞), f (x) =
 {−x, daca x < 0x− 2, daca x ∈ [0, 2]
 este injectiva, dar nu este strict mono-
 tona.Teorema 1.13.2. Daca functia f : A → B este strict monotona si inversabila,
 atunci si functia f−1 este strict monotona.Definitie 1.13.4. Dreapta x = x0 este axa de simetrie pentru graficul unei
 functii daca orice punct A situat pe graficul functiei are simetricul fata de dreaptax = x0 situat tot pe graficul functiei.
 De exemplu, axa Oy este axa de simetrie pentru graficul functiei f : R → R,f (x) = x4 + 1.
 Teorema 1.13.3. Dreapta x = x0 este axa de simetrie pentru graficul functieif : A→ B daca si numai daca
 f (x0 − x) = f (x0 + x) ,
 pentru orice x ∈ R cu x0 − x, x0 + x ∈ A.Definitie 1.13.5. Functia f : A→ B se numeste para daca:1. oricare ar fi x ∈ A rezulta −x ∈ A;2. f (−x) = f (x), oricare ar fi x ∈ A.Conform teoremei 1.13.3 rezulta ca axa Oy este axa de simetrie pentru graficul
 oricarei functii pare.De exemplu, functia f : R → R, f (x) = |x| cosx, (∀) x ∈ R admite ca axa de
 simetrie dreapta Oy si este functie para.Definitie 1.13.6. Punctul M0 (x0, y0) este centru de simetrie pentru graficul
 unei functii daca orice punct A situat pe graficul functiei are simetricul fata depunctul M0 situat tot pe graficul functiei.
 De exemplu, originea O este centru de simetrie pentru graficul functiei f : R → R,f (x) = x3 |sin x| .
 Teorema 1.13.4. Punctul M0 (x0, y0) este centru de simetrie pentru graficulfunctii f : A→ B daca si numai daca
 f (x0 − x) + f (x0 + x) = 2y0,
 pentru orice x ∈ R cu x0 − x, x0 + x ∈ A.Definitie 1.13.7. Functia f : A→ B se numeste impara daca:1. oricare ar fi x ∈ A rezulta −x ∈ A;
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22 1. NOTIUNI DE TEORIA MULTIMILOR
 2. f (−x) = −f (x), oricare ar fi x ∈ A.Conform teoremei 1.13.4 rezulta ca O este centru de simetrie pentru graficul
 oricarei functii impare.De exemplu, functia f : R → R, f (x) = x3, (∀) x ∈ R admite ca centru de
 simetrie originea O si este functie impara.Definitie 1.13.8. Functia f : A ⊂ R → R se numeste periodica daca exista
 T = 0 astfel ıncat f (x+ T ) = f (x), (∀) x ∈ A cu x + T ∈ A. Numarul T senumeste perioada a functiei f. Cea mai mica perioada pozitiva, daca exista, senumeste perioada principala.
 Daca T este perioada a unei functii f : A → R si pentru orice x ∈ A avemx− T ∈ A, atunci si −T este perioada pentru f.
 De exemplu, functia f : R → R, f (x) = sin 2x3, (∀) x ∈ R este periodica de
 perioada principala 3π. Exista si functii periodice care nu admit perioada principala.Cel mai ıntalnit exemplu ıl constituie functia lui Dirichlet f : R → R, f (x) ={
 1, daca x ∈ Q−1, daca x ∈ R\Q , care admite ca perioada orice numar rational si nu admite
 perioada principala, neexistand un cel mai mic numar rational strict pozitiv.Propozitie 1.13.1. Daca T0 este perioada principala a unei functii periodice,
 atunci orice alta perioada T se scrie sub forma T = mT0, cu m ∈ Z.
 1.14. Exercitii
 (1) Fie A = {1, 2, 3, 4, 5, 6} , B = {x ∈ N| x este un divizor al lui 6} , C ={3, 7, 11},D = {x ∈ N| x are are exact doi divizori naturali} , E = {1, 3, 5, 7, 9, 11, 13}.Care relatie este adevarata: B ⊆ A, B ⊂ A, E ⊂ D, A ∪ (C ∩ E) =(A ∪ C) ∩ (A ∪ E) , 1 ∈ D, 131 /∈ D, ∅ ⊆ D, 13 ∈ A ∪ D, A ∩ (C ∪ E) =(A ∩ C) ∪ (A ∩ E) ?R: A cincea este falsa.
 (2) Fie A o multime oarecare si B = {0, 1}. Aratati ca P (A) si Hom (A,B)sunt multimi cardinal echivalente, unde prin Hom (A,B) am notat multimea{f : A→ B| f functie} .R: Definim functia F : P (A) →Hom (A,B), F (M) = χM , (∀) M ∈ P (A),unde χM este functia caracteristica a multimii M , adica χM : A → {0, 1},
 χM (x) =
 {1, daca x ∈M0, daca x /∈M
 . Functia F se dovedeste a fi bijectiva.
 (3) Scrieti toate submultimile multimilor: {1} , {1, 2} , {1, 2, 3} , {1, 2, 3, 4}.Care este numarul tuturor submultimilor multimii {1, 2, ..., n}, unde n ∈ N∗
 ?R:De exemplu, P ({1, 2}) = {∅, {1} , {2} , {1, 2}} .Numarul total de submultimi
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 ale multimii {1, 2, ..., n} este 2n, folosind de exemplu rezultatul exercitiului2.
 (4) Fie A, B si C trei multimi avand fiecare un numar finit de elemente.Demonstrati ca au loc relatiile:
 card (A ∪B) = card (A) + card (B)− card (A ∩B) ,
 card (A ∪B ∪ C) = card (A) + card (B) + card (C)−− card (A ∩B)− card (B ∩ C)−− card (C ∩ A) + card (A ∩B ∩ C) .
 R: Se observa mai ıntai ca daca A∩B = ∅, atunci card (A ∪B) = card A+card B. Apoi se scrie A ∪ B sub forma unei reuniuni de multimi disjuncte:A ∪ B = A ∪ (B\A) si se foloseste relatia card (B\A) = card B − card(A ∩B) . Din prima relatie rezulta cea de a doua relatie.
 (5) Fie A, B submultimi ale multimii E, universala. Demonstrati relatiile luiDe Morgan:
 C (A ∪B) = (CA) ∩ (CB) ,
 C (A ∩B) = (CA) ∪ (CB) .
 R: De regula, egalitatea a doua multimi se justifica prin dubla incluzi-une. Aici se poate demonstra si mergandu-se pe echivalenta. Fie x ∈C (A ∪B) ⇐⇒ x /∈ (A ∪B) ⇐⇒ x /∈ A si x /∈ B ⇐⇒ x ∈ CA six ∈ CB ⇐⇒ x ∈ (CA) ∩ (CB) .
 (6) Sa se arate ca oricare ar fi trei multimi A, B, C au loc relatiile:
 A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C) ,A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C) ,
 A\B = A ∩ (CB) .
 R: Rezulta imediat rationand prin dubla incluziune.(7) Daca A ⊆ B, gasiti A ∪B si A ∩B.
 R: A ∪B = B, A ∩B = A.(8) Fie A o multime nevida si P (A) multimea tuturor submultimilor sale. Fie
 r ⊂ P (A)× P (A), data de B, C ∈ P (A), BrC daca si numai daca oricarear fi x ∈ B rezulta x ∈ C. Demonstrati ca r este o relatie de ordine. Analogpentru relatia r ⊂ N∗ × N∗ data de xry daca si numai daca x divide y.R: Se verifica proprietatile din definitia relatiei de ordine.
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 (9) Demonstrati ca relatia r ⊂ N∗ × N∗ data de xry daca si numai daca x ≤ yeste o relatie de ordine totala.R: Se verifica proprietatile din definitia relatiei de ordine totala.
 (10) Fie A o multime nevida si P (A) multimea tuturor submultimilor sale. Fier ⊂ P (A) × P (A), data de B, C ∈ P (A), BrC daca si numai daca cardB = card C. Aratati ca r este relatie de echivalenta.R: Se verifica proprietatile din definitia relatiei de echivalenta.
 (11) Aratati ca multimile A ={x ∈ R| x = 2n+1
 n+1, n ∈ N
 }si B =
 {n2n| n ∈ N
 }sunt marginite, ın timp ce multimile C = {n2| n ∈ N∗} siD =
 {n2
 n+1| n ∈ N
 }sunt nemarginite.R: 0 ≤ 2n+1
 n+1= 2 − 1
 n+1≤ 2, (∀) n ∈ N, deci A este marginita; 0 ≤ n
 2n< 1,
 (∀) n ∈ N, deci B este marginita; (∀) M > 0, exista n ∈ N astfel ıncat
 n2 > M ⇐⇒ n >√M. Alegem n =
 [√M]+ 1 si rezulta ca C este
 nemarginita; n2
 n+1= n+1+ 1
 n+1, (∀) n ∈ N si similar lui C rezulta ca D este
 nemarginita (cu n = [M ] + 1).
 (12) Aratati ca A ={x ∈ R| x = 2n2+n
 2n2+3, n ∈ N
 }este marginita cu inf A = 0 si
 supA = 1.(13) Fie A ⊂ R o multime marginita. Definim
 −A = {−a| a ∈ A} .Aratati ca multimea −A este marginita si
 − supA = inf (−A) ≤ sup (−A) = − inf A.
 R: Notand cu s := supA, rezulta ca oricare ar fi a ∈ A avem a ≤ s, deunde rezulta ca oricare ar fi −a ∈ −A, −a ≥ −s. Din propozitia 1.4.3rezulta ca (∀) ϵ > 0, (∃) aϵ ∈ A, astfel ıncat s − ϵ < aϵ ≤ s. Deci, (∀)ϵ > 0, (∃) −aϵ ∈ −A, astfel ıncat −s + ϵ > −aϵ ≥ −s. Concluzia este cainf (−A) = −s = − supA.
 (14) Fie A, B doua multimi marginite de numere reale. Prin definitie
 A+B = {a+ b| a ∈ A, b ∈ B} .Aratati ca A+B este multime marginita si
 inf A+ inf B = inf (A+B) ≤ sup (A+B) = supA+ supB.
 (15) Demonstrati ca ∩n∈N∗(0, 1
 n
 )= ∅, ∪n∈N∗
 [0, n
 n+1
 ]= [0, 1).
 R: Daca prin absurd ar exista x ∈ ∩n∈N∗(0, 1
 n
 ), atunci (∀) n ∈ N∗ am avea
 0 < x < 1n. Insa din principiul lui Arhimede avem existenta unui m ∈ N∗ cu
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 proprietatea ca 1 < mx sau x > 1m. Concluzia este ca pentru orice n ∈ N∗,
 n > m, avem x > 1n. Contradictie.
 (16) Precizati daca multimile
 A ={
 n√3| n ∈ N\ {0, 1}
 }si
 B ={
 n√n| n ∈ N\ {0, 1}
 }sunt marginite.R: A ⊂ (1, 2), deci este marginita; B ⊂
 (1, 3√3), deoarece n
 √n ∈
 (1, 3√3),
 (∀) n ≥ 2, deci si multimea B este marginita.(17) Daca A = {x ∈ Q| x2 < 3}, aflati supA.
 R: Fie x ∈ A. Atunci, x2 < 3 sau −√3 < x <
 √3. Fie ϵ > 0 arbitrar.
 Folosind propozitia 1.4.2 rezulta ca ın intervalul(√
 3− ϵ,√3)exista cel
 putin un numar rational. Atunci, supA =√3.
 (18) Fie f : A→ B si g : B → C doua functii oarecare.a) Daca g ◦ f este injectiva, atunci f este injectiva;b) Daca g ◦ f este surjectiva, atunci g este surjectiva.R: a) Fie x1, x2 ∈ A astfel ıncat f (x1) = f (x2). Rezulta g (f (x1)) =g (f (x2)) sau (g ◦ f) (x1) = (g ◦ f) (x2), de unde, folosind injectivitatea luig◦f, urmeaza ca x1 = x2. b) Pentru z ∈ C arbitrar, exista x ∈ A astfel ıncat(g ◦ f) (x) = z (g◦f este surjectiva). Prin urmare, notand cu y = f (x) ∈ B,rezulta ca g (y) = z si deci g este surjectiva.
 (19) Fie f : A → B functie arbitrara. Atunci functia g : A → A × B, g (x) =(x, f (x)), (∀) x ∈ A este injectiva.R: Fie x1, x2 ∈ A astfel ıncat g (x1) = g (x2). Rezulta (x1, f (x1)) =(x2, f (x2)) , de unde x1 = x2.
 (20) Aratati ca functia f : R → R, f (x) = |x− a| + |x− b| , (∀) x ∈ R nu esteinjectiva. Gasiti cea mai mica valoare a functiei f.R: Daca a = b, f (a) = f (b) = |b− a| si f nu este injectiva. Cazul a = beste trivial. Fie a < b. Atunci min {f (x) | x ∈ R} = b− a.
 (21) Fie f, g : R → R,
 f (x) =
 {1, daca x ∈ Q0, daca x ∈ R\Q
 si
 g (x) =
 {x2, daca x ∈ Q1, daca x ∈ R\Q .
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 Sa se gaseasca f ◦ g si g ◦ f.
 R: (f ◦ g) (x) = 1, (∀) x ∈ R si (g ◦ f) (x) ={
 1, daca x ∈ Q0, daca x ∈ R\Q .
 (22) Aratati ca f : R → R, f (x) =
 {x, daca x ≤ 01x, daca x > 0
 este injectiva si nu este
 monotona pe R.R: Intr-adevar, daca x1x2 > 0, atunci din f (x1) = f (x2) rezulta ca x1 = x2.Daca x1x2 < 0, atunci f (x1) = x1 = 1
 x2= f (x2) sau f (x1) = 1
 x1= x2 =
 f (x2), deci f este injectiva. f este doar strict crescatoare pe (−∞, 0] sistrict descrescatoare pe (0,+∞), fara a fi monotona pe R.
 (23) Care dintre functiile de mai jos este marginita ?
 a) f (x) = x3
 1+x3, x ∈ R; b) f (x) = x2 + 2x, x ∈ R; c) f (x) =
 √x2 + 1 − x,
 x ∈ [1, 3] .
 R: a) 0 ≤ x3
 x3+1< 1, (∀) x ∈ R; b) functie nemarginita, deoarece oricare ar
 fi M > 0 exista x ∈ R astfel ıncat |x2 + 2x| > M ; c) f (x) = 1√x2+1+x
 si
 f ([1, 3]) =[
 1√10+3
 , 1√2+1
 ].
 (24) Care dintre functiile de mai jos este para si care impara ?a) f (x) = x4 |x| ; b) f (x) = x3 |x| ; c) f (x) = x2−cos x; d) f (x) = x+sin3 x,x ∈ R.R: Functiile de la a) si d) sunt impare, iar cele de la b) si d) sunt pare.
 (25) Aflati axele de simetrie ale graficului functiei:
 f (x) =√x2 − 4x+ 3, x ∈ (−∞, 1] ∪ [3,+∞).
 R: Se pune conditia ca dreapta x = a sa verifice relatia din teorema 1.10.3si rezulta x = 2.
 (26) Aflati centrele de simetrie ale graficului functiei:
 f (x) = x3 + 3x− 5, x ∈ R.
 R: Se pune conditia ca dreapta punctul M0 (x0, y0) sa verifice relatia dinteorema 1.10.4 si rezulta M0 (0,−5) .
 (27) Aratati ca functia f : R → R, f (x) = sin x+ sin x√3 nu este periodica.
 R: Daca prin absurd f ar fi periodica de perioada T , atunci exista n sip ∈ Z∗astfel ıncat T = 2πn = 2π√
 3p, deoarece perioadele functiilor sin x si,
 respectiv sin x√3 sunt 2π si 2π√
 3iar multimea de perioade ale functiei suma
 se gaseste din intersectia multimilor de perioade ale celor doua functii. Deci,√3 = p
 n∈ Q. Fals !
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 (28) Demonstrati ca daca pentru functia f : R → [0, 1] exista un numar T = 0,
 astfel ıncat f (x+ T ) = 12+√f (x)− [f (x)]2, (∀) x ∈ R, atunci functia f
 este periodica.R: Se observa ca 2T este perioada pentru functia f. Intr-adevar, din relatia
 din enunt rezulta f (x) ≥ 12, (∀) x ∈ R si relatia data se mai scrie
 (f (x+ T )− 1
 2
 )2+(
 f (x)− 12
 )2= 1
 4. Facand x = x+T rezulta
 (f (x+ 2T )− 1
 2
 )2=(f (x)− 1
 2
 )2si astfel f (x+ 2T ) = f (x) , (∀) x ∈ R.
 (29) Fie functia marginita f : [a, b] → R. Sa se demonstreze ca pentru oricen ∈ N∗ exista polinoamele Pn si Qn de gradul n cu coeficienti reali, astfelıncat Pn (x) ≤ f (x) ≤ Qn (x) , (∀) x ∈ [a, b].R: De exemplu, Pn (X) = − (b−X)n+m si Qn (X) = (X − a)n+M , undem = inf {f (x) | x ∈ [a, b]} si M = sup {f (x) | x ∈ [a, b]} .
 (30) Aratati ca 1 este punct de acumulare pentru multimile A1 = (0, 1) , A2 =R\Z, A3 = Q, A4 = R\
 (1, 11
 10
 ), A5 = R\Q.
 R: Se arata folosind definitia cu vecinatati.(31) Fie A, B ⊂ R. Aratati ca:
 a) A ⊂ B implica Int (A) ⊂ Int (B) ;b) C ( Int (A)) = CA si CA = Int (CA) .R: a) Mergand pe echivalenta,
 x ∈ C ( Int (A)) ⇐⇒ x /∈ A⇐⇒ (∀) ϵ > 0, (x− ϵ, x+ ϵ) ( A⇐⇒⇐⇒ (∀) ϵ > 0, (x− ϵ, x+ ϵ) ∩ CA = ∅ ⇐⇒ (∀) ϵ > 0, x ∈ CA.
 (32) Fie A ⊂ R. Aratati ca:a) A = A ∪ A′; remarcati ca A este ınchisa daca si numai daca A′ ⊂ A;b) Fr (A) = A\ Int (A) .R: a) Prin dubla incluziune se demonstreaza, folosind definitiile punctuluide acumulare si a celui aderent.b) Fr (A) = A ∩ CA = A ∩ C ( Int (A)) = A\ Int (A) .
 (33) Sa se gaseasca A′, Int (A), A si Fr (A) , daca:a) A = {1, 2} ; b) A = [1, 2) ∪ {3}; c) A = Q; d) A ={1, 1
 3, 1
 32, ..., 1
 3n, ...}.
 R: a) A′ = ∅, Int (A) = ∅, A = {1, 2} si Fr (A) = {1, 2} ;b) A′ = [1, 2] , Int (A) = (1, 2), A = [1, 2] ∪ {3} si Fr (A) = {1, 2, 3} ;c) A′ = R, Int (A) = ∅, A = R si Fr (A) = R;d) A′ = {0} , Int (A) = ∅, A = A ∪ {0} si Fr (A) = A ∪ {0} .
 (34) Fie A ⊂ R. Aratati ca:a) A = A∪ Fr (A) ; remarcati ca A este ınchisa daca si numai daca Fr(A) ⊂ A;b) Int (A) = A\ Fr (A) ; remarcati ca A este deschisa daca si numai daca
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 A∩ Fr (A) = ∅.R: a) Avem succesiv, din relatiile deduse anterior,
 A = A ∩ R =(A ∪ A
 )∩(A ∪ CA
 )= A ∪
 (A ∩ CA
 )= A ∪ Fr (A) .
 b) Analog,
 Int (A) = A ∩(CA ∪ Int (A)
 )= A ∩ C
 (A ∩ C ( Int (A))
 )=
 = A\ Fr (A) .
 (35) Fie x0 un punct de acumulare pentru multimea A ⊂ R. Sa se arate ca oricevecinatate a lui x0 contine o infinitate de elemente din A.R: Daca prin absurd ar exista o vecinatate a lui x0 cu un numar finit deelemente din multimea A, atunci ar exista o vecinatate a lui x0 care nucontine nici un element din A. Contradictie cu faptul ca x0 este punct deacumulare pentru A.
 (36) Sa se demonstreze ca multimea numerelor prime este numarabila.R: Multimea numerelor prime, notata A fiind o submultime a lui N, estesuficient sa demonstram ca este o multime infinita. Daca prin absurd, A ={p1, p2, ..., pn} ar fi finita, atunci numarul p1p2...pn + 1 ar fi numar prim(deoarece p nu este divizibil cu nici un pi, i ∈ 1, n) si p /∈ P (p > pi,i ∈ 1, n). Contradictie.

Page 29
                        

CAPITOLUL 2
 Siruri de numere reale
 2.1. Definitii si notatii
 Definitie 2.1.1. Pentru un numar natural k se numeste sectiune ın N multimeaNk = {k, k + 1, ...} = {n ∈ N| n ≥ k} .
 De exemplu, N0 = {0, 1, ...} = N, N3 = {3, 4, ...} .Definitie 2.1.2. Sir cu elemente ın multimea M este orice functie f : Nk →
 M , unde k este oarecare din N; daca M = R, atunci obtinem notiunea de sir realsau sir de numere reale.
 Pentru n ∈ Nk, vom nota cu an = f (n) numarul care se numeste termenulgeneral (de rang n) al sirului.
 De obicei, sirurile se mai noteza si prin (an)n≥k . Cele mai ıntalnite sectiuni suntN = N0 si N∗ = N1, carora le corespunde scrierea (an)n≥1 si (an)n≥0 .
 Sirurile se pot defini ın mai multe moduri.1. Printr-un tabel.De exemplu,
 n 1 2 3 4 5 ...an 3 2 5 7 12 ...
 2. Printr-o formula de calcul.De exemplu,
 an =5n− 1
 (−1)n (n+ 1), n ≥ 0
 sau
 a2 = 1, an = a2
 (1
 2
 )n−1
 , n ≥ 3.
 3. Prin mai multe formule de calcul.De exemplu,
 an =
 {2n+ 3, daca n este parn4, daca n este impar
 , n ∈ N
 29
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 sau
 an =
 n, daca n = 4k1n, daca n = 4k + 11n3 , daca n = 4k + 21n4 , daca n = 4k + 3
 , k ∈ N∗.
 4. Printr-o relatie de recurenta.De exemplu,
 a0 =1
 2, an+1 =
 √1− an, n ∈ N
 saua0 = 0, a1 = 1, an+2 = an+1 + an, n ∈ N
 (sirul lui Fibonacci).
 2.2. Siruri monotone
 Definitie 2.2.1. Deoarece sirurile sunt functii, avand domeniile Nk cu k ∈ N,definitiile sirurilor monotone sunt similare cu cele ale functiilor monotone. Sirul an,n ∈ Nk se numeste crescator, strict crescator, descrescator, respectiv strictdescrescator daca:
 1. an ≤ an+1, (∀) n ∈ Nk
 2. an < an+1, (∀) n ∈ Nk
 3. an ≥ an+1, (∀) n ∈ Nk
 4. an > an+1, (∀) n ∈ Nk.
 Prezentam cateva metode pentru a stabili ın practica monotonia unui sir.1. Pornind de la definitie.
 De exemplu, ın cazul sirului an =√n
 n+1, n ∈ N∗, avem:
 an > an+1 ⇐⇒√n
 n+ 1>
 √n+ 1
 n+ 2⇐⇒
 √n (n+ 2) >
 √n+ 1 (n+ 1)
 ⇐⇒ n (n+ 2)2 > (n+ 1)3 ⇐⇒ n3 + 4n2 + 4n > n3 + 3n2 + 3n+ 1
 ⇐⇒ n2 + n > 1, (∀) n ∈ N∗,
 de unde rezulta ca sirul este strict descrescator.2. Evaluand diferenta an − an+1 si comparand–o cu 0.De exemplu, daca an = 1
 12+ 1
 22+ ...+ 1
 n2 , n ∈ N∗, avem
 an+1 − an =1
 (n+ 1)2> 0, (∀) n ∈ N∗,
 de unde rezulta ca (an)n∈N∗ este strict crescator;
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 3. Evaluand raportul an+1
 ansau an
 an+1si comparandu-l cu 1, daca an > 0,
 (∀) n ∈ Nk sau an < 0, (∀) n ∈ Nk.
 De exemplu, daca an = (2n)!!(2n+1)!!
 , n ∈ N, atunci
 an+1
 an=
 2n+ 2
 2n+ 3< 1, (∀) n ∈ N
 si (an)n∈N este strict descrescator.4. Folosind inductia matematica.De exemplu, ın cazul sirului an =
 √6 + an−1, (∀) n ≥ 1 si a0 = 1, se observa
 ca a0 < a1. Daca inegalitatea ak < ak+1 este adevarata, atunci 6 + ak < 6 + ak+1 siastfel ak+1 =
 √6 + ak <
 √6 + ak+1 = ak+2 ne spune ca sirul este strict crescator.
 5. Considerand sirul drept restrictie la Nk a unei functii careia i secunoaste monotonia.
 De exemplu, sirul an = exp(
 1n2+1
 ), n ∈ N, reprezinta restrictia la N a functiei
 f : R → R, f (x) = exp(
 1x2+1
 ), care este strict descrescatoare pe (0,+∞) .
 6. Alte mijloace.De exemplu, daca an =
 ∑nk=1 k · k!, n ∈ N∗, observam ca
 an =n∑k=1
 (k + 1) · k!−n∑k=1
 1 · k! =n∑k=1
 (k + 1)!−n∑k=1
 k! = (n+ 1)!
 si astfel an < an+1, (∀) n ∈ N∗, sirul dovedindu-se a fi strict crescator.
 2.3. Siruri marginite
 Definitie 2.2.1. (an)n≥k se numeste marginit, daca exista m si M astfel ıncatm ≤ an ≤ M , (∀) n ∈ Nk sau, echivalent, exista M > 0 astfel ıncat |an| ≤ M, (∀)n ∈ Nk.
 Un sir care nu este marginit se numeste nemarginit.Este evident ca daca sirul an, n ∈ Nk este crescator, atunci el va fi marginit
 inferior de primul termen, ak; iar daca este descrescator, va fi marginit superior deprimul termen, ak.
 De exemplu, sirul an = 2n2n+1
 , n ∈ N este marginit, deoarece 0 ≤ an < 1, (∀) n ∈ N;sirul bn = n2, n ∈ N (care este strict crescator) este marginit inferior de b0 = 0 si estenemarginit superior; sirul cn = −n2 + 1, n ∈ N∗ (care este strict descrescator) estemarginit superior de c1 = 0 si este nemarginit inferior; sirul dn = (−1)n n2, n ∈ Neste nemarginit, fiind nemarginit superior si nemarginit inferior.
 Prezentam cateva metode pentru a stabili ın practica marginirea unui sir.1. Folosind majorari sau minorari.
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 De exemplu, daca an = 11!+ 1
 2!+ ... + 1
 n!, n ∈ N∗, atunci este evident, 0 < an,
 n ∈ N∗ si
 an <1
 20+
 1
 21+
 1
 22+ ...+
 1
 2n−1=
 (12
 )n − 112− 1
 < 2, n ∈ N∗.
 Deci, 0 < an < 2, (∀) n ∈ N∗.Daca bn = − 1√
 n2+1− 1√
 n2+2− ...− 1√
 n2+n, n ∈ N∗, atunci
 −1 < − n√n2 + 1
 = − 1√n2 + 1
 − 1√n2 + 1
 − ...− 1√n2 + 1
 <
 < bn, n ∈ N∗
 si astfel (bn)n∈N∗ este marginit inferior de −1.2. Folosind monotonia deja probata a sirului.De exemplu, ın cazul sirului an =
 √6 + an−1, (∀) n ≥ 1 si a0 = 1, despre care am
 aratat ca este strict crescator, avem 0 < an <√6 + an, n ∈ N, de unde a2n−an−6 < 0,
 n ∈ N sau an ∈ (−2, 3) , n ∈ N. Din pricina pozitivitatii ramane an ∈ (0, 3) , n ∈ N.3. Folosind inductia matematica.De exemplu, daca a1 =
 √2, an+1 =
 (√2)an
 , n ∈ N∗, atunci a1 < 2 si, pre-
 supunand an < 2, avem an+1 <(√
 2)2
 = 2. Astfel, an ∈ (0, 2) , (∀) n ∈ N∗.4. Considerand sirul drept restrictie la N a unei functii careia i se
 cunoaste marginirea.De exemplu, sirul dat de an = cos 2nπ
 n4+4, n ∈ N este restrictia la N a functiei
 marginite f : R → [−1, 1] , f (x) = cos 2xπx4+4
 .5. Alte mijloace.De exemplu, daca an = 2n
 2n+1, n ∈ N, atunci an = 1 − 1
 2n+1< 1 si cum an ≥ 0,
 n ∈ N, rezulta ca an ∈ (0, 1), n ∈ N; daca bn =∑n
 k=11
 (k+1)(k+2), n ∈ N∗, atunci
 0 ≤ bn =∑n
 k=1
 (1
 k+1− 1
 k+2
 )= 1
 2− 1
 n+2< 1
 2, (∀) n ∈ N∗ si astfel sirul bn, n ∈ N∗ este
 marginit.
 2.4. Subsir
 Definitia 2.4.1. Fiind dat sirul (an)n∈N de numere reale si sirul k0 < k1 < ... <kn < ... strict crescator de numere naturale, se numeste subsir al lui (an)n∈N sirul denumere reale (akn)n∈N .
 De exemplu, daca an = 2n
 n!, n ∈ N, atunci un subsir al sirului (an)n∈N este
 a3n+1 =23n+1
 (3n+1)!, n ∈ N.
 Din aceasta definitie rezulta ca avem cu necesitate kn ≥ n, n ∈ N si faptul cadaca kn = n, atunci subsirul coincide cu sirul dat.
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 2.5. Siruri cu limita. Siruri convergente
 Definitie 2.5.1. Sirul an, n ≥ 0, are limita l ∈ R daca ın orice vecinatate Va lui l se gasesc toti termenii sirului, ıncepand de la un anumit rang. Cand sirul anare limita l, scriem lim
 n→∞an = l sau an → l, cand n→ ∞.
 Din aceasta definitie obtinem ca un sir (an)n≥0 are limita l daca si numai daca ınafara oricarei vecinatati V a lui ramane cel mult o multime finita de puncte.
 Obtinem astfel caracterizarea: limn→∞
 an = l daca si numai daca (∀) V ∈ V (l), (∃)n0 = n0 (V ) ∈ N astfel ıncat (∀) n ∈ N, n ≥ n0, avem an ∈ V.
 Exemple1. lim
 n→∞1n= 0, deoarece oricare ar fi V = (−a, b) ∈ V (0), cu a, b > 0, termenul
 1n∈ V ⇐⇒ n > 1
 b. Astfel, pentru n0 =
 [1b
 ]+ 1, avem satisfacuta definitia 2.5.1.
 2. limn→∞
 13n
 = 0, deoarece oricare ar fi V = (−a, b) ∈ V (0), cu a, b > 0, termenul13n
 ∈ V ⇐⇒ 3n > 1b. Astfel, daca 1
 b< 1, consideram n0 = 0, iar daca 1
 b≥ 1,
 n0 =[log3
 1b
 ]+ 1 si astfel avem satisfacuta definitia 2.5.1.
 3. limn→∞
 n = +∞, deoarece oricare ar fi V = (a,+∞) ∈ V (+∞) , termenul
 n ∈ V ⇐⇒ n > a. Daca a < 0, alegem n0 = 0 si daca a ≥ 0, alegem n0 = [a] + 1.4. Daca an = (−1)n , n ∈ N, atunci sirul an nu are limita.Sirul an este format din termenii −1 si 1 si ei nu pot fi limita a sirului, caci altfel
 ar exista vecinatatile V1 = (−2, 0) ∈ V (1), V2 = (0, 2) ∈ V (1), ın afara carora ramano infinitate de termeni ai sirului. De asemenea, nici un alt punct al lui R nu poatecandida a fi limita a sirului, deoarece se gaseste ıntotdeauna o vecinatate ın afaracareia ramane o infinitate de termeni ai sirului.
 5. Sirul an = 2002, n ∈ N are limita 2002, deoarece pentru orice vecinatateV ∈ V (2002) rezulta ca an = 2002 ∈ V, oricare ar fi n ∈ N si definitia 2.5.1. estesatisfacuta cu n0 = 0.
 6. Rationand ca ın exemplele 3. si 4., obtinem limn→∞
 (−n) = −∞ si limn→∞
 (−1)n ·n nu exista.
 Definitie 2.5.2. Sirul an, n ≥ 0, se numeste convergent daca are limita silimita sa este finita. In acest caz, daca limita este l ∈ R, spunem ca sirul esteconvergent la l.
 Orice sir care nu este convergent se numeste divergent.Prin urmare, un sir este divergent daca fie nu are limita, fie are limita si limita
 sa este infinita (+∞ sau −∞) .ExempleSirurile an = 1
 nsi bn = 1
 3n, en = 2002 sunt siruri convergente la 0, 0 si, respectiv,
 2002; sirurile cn = n, dn = (−1)n si fn = (−1)n · n sunt divergente.Teorema 2.5.1. Daca un sir are limita, atunci aceasta este unica.
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 Teorema 2.5.2. Daca un sir are limita, atunci orice subsir al sau are aceesilimita.
 Notam cu L (xn) ⊂ R multimea tuturor punctelor limita ale subsiru- rilor siruluixn. Rezulta din teorema 2.5.1 ca pentru un sir xn care are limita, multimea L (xn)este formata dintr-un singur punct, limita sirului.
 Din teorema 2.5.2. rezulta ca pentru a demonstra divengenta unui sir este sufi-cient sa gasim fie un subsir care nu are limita, fie doua subsiruri au limite distincte.
 De exemplu, sirul an = sin nπ2, n ∈ N este un sir neavand limita, deoarece a2n =
 sinnπ = 0 → 0, a2n+1 = sin (2n+1)π2
 = (−1)n nu are limita. Insa L (an) = {−1, 0, 1} .Teorema 2.5.3 (Criteriul cu ϵ).1. (an)n≥0 este convergent la a ∈ R daca si numai daca oricare ar fi ϵ > 0, exista
 un rang n0 = n0 (ϵ) ∈ N, astfel ıncat
 |an − a| < ϵ,
 pentru orice n ≥ n0.2. lim
 n→∞an = +∞ daca si numai daca oricare ar fi ϵ > 0, exista n0 = n0 (ϵ) ∈ N,
 astfel ıncat oricare ar fi n ∈ N, n ≥ n0, sa avem an > ϵ.3. lim
 n→∞an = −∞ daca si numai daca oricare ar fi ϵ > 0, exista n0 = n0 (ϵ) ∈ N,
 astfel ıncat oricare ar fi n ∈ N, n ≥ n0, sa avem an < −ϵ.Teorema 2.5.4. lim
 n→∞an = a daca si numai daca lim
 n→∞(an − a) = 0.
 De exemplu, sa demonstram, folosind criteriul cu ϵ ca:1. lim
 n→∞2n
 2n+1= 1.
 Fie ϵ > 0 arbitrar. Inegalitatea∣∣ 2n2n+1
 − 1∣∣ < ϵ se scrie echivalent,
 ∣∣ −12n+1
 ∣∣ < ϵ sau
 n > 12
 (1ϵ− 1). Consideram
 n0 =
 {0, daca 1
 ϵ− 1 < 0[
 12
 (1ϵ− 1)]
 + 1, daca ϵ ≥ 0.
 Atunci, (∀) ϵ > 0, (∃) n0 = n0 (ϵ) ∈ N, astfel ıncat∣∣ 2n2n+1
 − 1∣∣ < ϵ, (∀) n ≥ n0. 2
 2. limn→∞
 (√2)n
 = +∞.
 Fie ϵ > 0 arbitrar. Inegalitatea(√
 2)n
 > ϵ se scrie echivalent n > log√2 ϵ.Consideram
 n0 =
 {0, daca ϵ < 1[log√2 ϵ
 ]+ 1, daca ϵ ≥ 1
 .
 Atunci, (∀) ϵ > 0, (∃) n0 = n0 (ϵ) ∈ N, astfel ıncat(√
 2)n> ϵ, (∀) n ≥ n0. 2
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 Teorema 2.5.5.
 limn→∞
 an =
 +∞, daca a > 11, daca a = 10, daca a ∈ (−1, 1)nu exista, daca a < −1.
 .
 De exemplu, limn→∞
 (sin π
 10
 )n= 0, lim
 n→∞
 (− π
 10
 )n= 0, lim
 n→∞10n = 0, lim
 n→∞(−10)n nu
 exista, deoarece subsirul termenilor de rang par, 102n → +∞, iar subsirul termenilorde rang impar, (−10)2n+1 → ∞.
 Definitie 2.5.3. Sirul an, n ≥ 0, se numeste sir Cauchy (fundamental) dacaoricare ar fi ϵ > 0, exista n0 = n0 (ϵ) ∈ N, astfel ıncat pentru orice m, n ∈ N, m,n ≥ n0, sa avem
 |am − an| < ϵ.
 De exemplu, sirul an =∑n
 k=012k, n ∈ N este un sir Cauchy.
 Intr-adevar, fie ϵ > 0, arbitrar. Atunci, pentru n, m ∈ N, n ≥ m, avem∣∣∣∣∣m∑k=1
 1
 2k−
 n∑k=1
 1
 2k
 ∣∣∣∣∣ =
 ∣∣∣∣∣n∑
 k=m
 1
 2k
 ∣∣∣∣∣ =n∑
 k=m
 1
 2k=
 1
 2m1−
 (12
 )n−m+1
 1− 12
 <
 <1
 2m−1
 si, punand conditia 12m−1 < ϵ, gasim
 n0 =
 {0, daca ϵ > 22 +
 [log2
 (1ϵ
 )], daca 0 < ϵ ≤ 2
 .
 Astfel, am gasit n0 = n0 (ϵ) ∈ N, astfel ıncat oricare ar fi m, n ∈ N, m, n ≥ n0,sa avem |an − am| < ϵ. Rezulta ca sirul este Cauchy.
 Observatie 2.5.1. Fiind date sirurile reale (an)n∈N si (bn)n∈N cu proprietatea cade la un rang n0 ∈ N ıncolo, an = bn, (∀) n ≥ n0, avem an → a, ın R daca si numaidaca bn → a, ın R. Cu alte cuvinte, aceasta proprietate ne arata ca putem da la oparte un numar finit de termeni ai sirului, fara a afecta convergenta sirului.
 Teorema 2.5.6 (Bolzano-Weierstrass). Orice multime de numere reale marginitasi infinita are cel putin un punct de acumulare.
 Lema 2.5.1 (Cesaro). Orice sir marginit de numere reale contine un subsir con-vergent.
 Folosind notiunea de sir convergent, putem da alte caracterizari ale notiunilor depunct de acumulare si punct aderent.
 Teorema 2.5.7. Fie A ⊂ R si punctul x0 ∈ R. Atunci x0 este punct de acu-mulare al multimii A daca si numai daca exista un sir (xn)n∈N ⊂ A, xn = x0, (∀)n ∈ N, convergent la x0.
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 Teorema 2.5.8. Fie A ⊂ R si punctul x0 ∈ R. Atunci x0 este punct aderent almultimii A daca si numai daca exista un sir (xn)n∈N ⊂ A, convergent la x0.
 Teorema 2.5.9. Fie A ⊂ R. Atunci A este ınchisa daca si numai limita oricaruisir convergent din A, apartine lui A.
 2.6. Criterii de convergenta
 Teorema 2.6.1. Orice sir convergent este marginit.Reciproca nu este adevarata. Exemplul standard ıl reprezinta sirul an = (−1)n ,
 n ∈ N, care este marginit (an ∈ {−1, 1}), dar evident, nu are limita.Un analog al teoremei 2.6.1. ın cazul sirurilor Cauchy este urmatorul.Teorema 2.6.2. Orice sir Cauchy este marginit.Teorema 2.6.3. Orice sir Cauchy care contine un subsir convergent va fi con-
 vergent, la aceeasi limita.Teorema 2.6.4. Orice sir convergent este sir Cauchy.
 2.7. Rezultate de existenta a limitei unui sir
 Teorema 2.7.1 (Weierstrass).1. Orice sir crescator si marginit superior ın R este convergent la marginea
 superioara a multimii termenilor sai.2. Orice sir descrescator si marginit inferior ın R este convergent la marginea
 inferioara a multimii termenilor sai.3. Orice sir crescator (respectiv descrescator) si nemarginit are limita +∞ (re-
 spectiv −∞).Teorema lui Weierstrass este ın sine doar un rezultat suficient pentru a deduce
 existenta limitei unui sir, neprecizand nici un algoritm de determinare a limitei.De exemplu, sirul an = n
 2n, n ∈ N este marginit (deoarece 0 ≤ an ≤ 1
 2) si este
 descrescator, deci va fi convergent; sirul bn = n2 este un sir nemarginit si crescator,deci va avea limita +∞; sirul cn = −n2 este un sir nemarginit si descrescator, deciva avea limita −∞.
 Teorema 2.7.2. Orice sir monoton are limita (finita sau nu).Teorema 2.7.3 (Numarul e). Sirul cu termenul general an =
 (1 + 1
 n
 )n, n ∈ N∗
 este un sir convergent. Limita sa se noteaza cu e.Numarul e = 2, 71821828459045... ∈ (2, 3) este un numar irational.Teorema 2.7.4 (Criteriul lui Cauchy de convergenta). Orice sir Cauchy este sir
 convergent.Teorema 2.7.5 (Sirul modulelor).1. Daca (an)n∈N este convergent la a, atunci (|an|)n∈N este convergent la |a| .2. Daca sirul modulelor unui sir este convergent la 0, atunci sirul converge la 0
 si reciproc.
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 De exemplu, sirul an = (−1)n
 n, n ∈ N∗ are sirul modulelor |an| = 1
 n→ 0, de unde
 obtinem ca an → 0.Teorema 2.7.6 (Criteriul clestelui). Daca an, bn, cn, n ∈ N sunt trei siruri de
 numere reale satisfacand conditiile:1) an ≤ bn ≤ cn, (∀) n ≥ n0 ∈ N;2) lim
 n→∞an = lim
 n→∞cn = b ∈ R,
 atunci sirul bn are limita si, ın plus, limn→∞
 bn = b.
 De exemplu, fie an = 1n3+1
 + 1n3+2
 + ... + 1n3+n
 . Atunci 0 < an <n
 n3+1, n ∈ N, de
 unde, folosind faptul ca limn→∞
 0 = limn→∞
 nn3+1
 = 0, rezulta ca limn→∞
 an = 0.
 Teorema 2.7.7 (Criteriul comparatiei).1. Fie (an)n∈N un sir de numere reale, (bn)n∈N un sir de numere reale pozitive cu
 limita 0 si a ∈ R astfel ıncat |an − a| ≤ bn, (∀) n ∈ N. Atunci limn→∞
 an = a.
 2. Fie (an)n∈N un sir de numere reale, (bn)n∈N un sir de numere reale cu limita+∞, astfel ıncat bn ≤ an, (∀) n ∈ N. Atunci, lim
 n→∞an = +∞.
 3. Fie (an)n∈N un sir de numere reale, (bn)n∈N un sir de numere reale cu limita−∞, astfel ıncat an ≤ bn, (∀) n ∈ N. Atunci, lim
 n→∞an = −∞.
 Teorema 2.7.8 (Trecerea la limita ın inegalitati).Daca lim
 n→∞an = a ∈ R, lim
 n→∞bn = b ∈ R si an ≤ bn, (∀) n ≥ n0 ∈ N, atunci a ≤ b.
 Corolar 2.7.1. Daca limn→∞
 an = a si an ≤ c, (∀) n ≥ n0 ∈ N, atunci a ≤ c;
 analog, daca limn→∞
 an = a si an ≥ c, (∀) n ≥ n0 ∈ N, atunci a ≥ c.
 Observatie 2.7.1. In aplicatii se poate ıntampla ca an < bn, (∀) n ∈ N si cutoate acestea, lim
 n→∞an = lim
 n→∞bn, cum este cazul sirurilor an = 1+ 1
 n+10si bn = 1+ 1
 n+1
 care au ambele limita 1 si an < bn, (∀) n ∈ N.
 2.8. Operatii cu siruri
 Teorema 2.8.1. Daca doua siruri sunt convergente, atunci suma (dife- renta)lor este un sir convergent la suma (diferenta) limitelor celor doua siruri:
 limn→∞
 an = a ∈ R, limn→∞
 bn = b ∈ R =⇒ limn→∞
 (an ± bn) = a± b.
 Teorema 2.8.2. Produsul dintre orice sir convergent la 0 si orice sir marginiteste un sir convergent la 0.
 De exemplu, limn→∞
 1√n2+1
 ·cos πn3
 2n2+3= 0, deoarece lim
 n→∞1√n2+1
 = 0 si∣∣∣cos πn3
 2n2+3
 ∣∣∣ ≤ 1.
 Teorema 2.8.3. Produsul a doua siruri convergente este un sir convergent laprodusul limitelor celor doua siruri:
 limn→∞
 an = a ∈ R, limn→∞
 bn = b ∈ R =⇒ limn→∞
 (an · bn) = a · b.
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 Teorema 2.8.4.1. Daca an → a ∈ R si c ∈ R, atunci lim
 n→∞(c · an) = c · a;
 2. Daca an → a ∈ R, atunci limn→∞
 (−an) = −a;3. Daca an → a ∈ R si k ∈ N∗, atunci lim
 n→∞akn = ak;
 4. Daca an → a ∈ R si bn → b ∈ R∗, atunci limn→∞
 anbn
 = ab.
 Teorema 2.8.5. Daca an > 0, (∀) n ≥ n0, limn→∞
 an = a ∈ (0,+∞), limn→∞
 bn = b ∈R, atunci lim
 n→∞abnn = ab.
 2.9. Alte teoreme utile
 Teorema 2.9.1.1. Daca lim
 n→∞an = 0 si an > 0 (an < 0), (∀) n ≥ n0, atunci lim
 n→∞1an
 = +∞ (−∞) .
 2. Daca limn→∞
 an = a ∈ R, atunci limn→∞
 k√an = k
 √a, ın ipoteza ca k
 √an si k
 √a sunt
 definite.3. Daca lim
 n→∞an = a ∈ R, atunci lim
 n→∞sin an = sin a si lim
 n→∞cos an = cos a.
 4. Daca limn→∞
 an = a ∈ R si an, a ∈ R\{π2+ kπ| k ∈ Z
 }, (∀) n ≥ n0, atunci lim
 n→∞tg an = tg a.
 5. Daca limn→∞
 an = a si an, a > 0, (∀) n ≥ n0, atunci limn→∞
 logb an = logb a, unde
 b ∈ (0,+∞) \ {1} .6. Daca lim
 n→∞an = 0 si an = 0, (∀) n ≥ n0, atunci lim
 n→∞sin anan
 = 1.
 7. Daca limn→∞
 an = 0 si an = 0, (∀) n ≥ n0, atunci limn→∞
 tg anan
 = 1.
 Teorema 2.9.2. Daca an > 0, (∀) n ≥ 0 si exista
 limn→∞
 an+1
 an= l ∈ [0, 1),
 atunci
 limn→∞
 an = 0.
 De exemplu, sirul an = nqn, unde q ∈ (0, 1) , este convergent la 0. Intr-adevar,evaluand
 limn→∞
 an+1
 an= lim
 n→∞q
 (1 +
 1
 n
 )= q ∈ [0, 1)
 rezulta, dupa teorema 2.9.2 ca limn→∞
 nqn = 0. Un rezultat analog se poate stabili si
 pentru cazul q ∈ (−1, 1), evaluand limn→∞
 an+1
 an.
 Teorema 2.9.3. Daca an, n ∈ N este un sir de numere reale crescator, nemarginitsi an = 0, (∀) n ≥ n0, atunci lim
 n→∞1an
 = 0.
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 Teorema 2.9.4 (Cesaro-Stolz). Daca an, bn, n ∈ N sunt doua siruri astfel ıncat(bn)n∈N este crescator, nemarginit si bn = 0, (∀) n ≥ n0, iar
 limn→∞
 an+1 − anbn+1 − bn
 = l ∈ R,
 atunci
 limn→∞
 anbn
 = l.
 Teorema 2.9.5. Daca (an)n∈N∗ tinde la a, atunci
 limn→∞
 a1 + a2 + ...+ ann
 = a.
 Afirmatia reciproca nu este adevarata. De exemplu, daca
 an =1 + (−1)n+1
 2, n ∈ N∗,
 atunci (an)n∈N∗ nu are limita (deoarece an ∈ {0, 1} , n ∈ N∗), cu toate ca
 limn→∞
 a1 + a2 + ...+ ann
 =1
 2.
 Teorema 2.9.6. Daca an, n ∈ N∗ este un sir cu termenii strict pozitivi, ce tindela a, atunci
 limn→∞
 n√a1 · a2 · ... · an = a.
 Teorema 2.9.7. Daca an, n ∈ N∗ este un sir cu termenii strict pozitivi silimn→∞
 an+1
 an= a > 0, atunci lim
 n→∞n√an = a.
 Teorema 2.9.8. Daca (an)n∈N este un sir de numere reale, r ∈ R si existaf : (r,+∞) → R, astfel ıncat f (n) = an, (∀) n ∈ N ∩ (r,+∞) si lim
 x→∞f (x) = a,
 atunci limn→∞
 an = a.
 Teorema 2.9.9.1. lim
 n→∞an = +∞ si lim
 n→∞bn = b ∈ R implica lim
 n→∞(an + bn) = +∞.
 2. limn→∞
 an = −∞ si limn→∞
 bn = b ∈ R implica limn→∞
 (an + bn) = −∞.
 3. limn→∞
 an = +∞ si limn→∞
 bn = +∞ implica limn→∞
 (an + bn) = +∞.
 4. limn→∞
 an = −∞ si limn→∞
 bn = − ∞ implica limn→∞
 (an + bn) = −∞.
 Astfel, putem adopta urmatoarele conventii:
 +∞+ b = b+∞ = +∞, (∀) b ∈ R,−∞+ b = b−∞ = −∞, (∀) b ∈ R,
 +∞+∞ = +∞,
 −∞−∞ = −∞.
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 Operatia +∞−∞ nu este determinata.5. lim
 n→∞an = +∞ si lim
 n→∞bn = b = 0 implica
 limn→∞
 an · bn =
 {+∞, daca b > 0−∞, daca b < 0
 .
 6. limn→∞
 an = +∞ si limn→∞
 bn = +∞ implica limn→∞
 an · bn = +∞.
 7. limn→∞
 an = −∞ si limn→∞
 bn = −∞ implica limn→∞
 an · bn = +∞.
 8. limn→∞
 an = +∞ si limn→∞
 bn = −∞ implica limn→∞
 an · bn = −∞.
 Astfel, putem adopta urmatoarele conventii:
 +∞ · b =
 {+∞, daca b > 0−∞, daca b < 0
 ,
 −∞ · b =
 {−∞, daca b > 0+∞, daca b < 0
 ,
 (+∞) · (+∞) = +∞,
 (−∞) · (−∞) = +∞.
 Operatiile 0 · (+∞) , (+∞) · 0, 0 · (−∞) , (−∞) · 0, nu sunt determinate.9. Daca sirurile an, bn, n ∈ N au limita si daca produsul limitelor celor doua
 siruri are sens, atunci (an · bn)n∈N are limita, egala cu produsul limitelor celor douasiruri.
 10. limn→∞
 an = ±∞ si limn→∞
 bn = b ∈ R implica limn→∞
 bnan
 = 0.
 11. limn→∞
 an = a ∈ R∗ si limn→∞
 bn = +∞ implica
 limn→∞
 bnan
 =
 {+∞, daca a > 0−∞, daca a < 0
 .
 Astfel, putem adopta urmatoarele conventii:
 b
 ±∞= 0, (∀) b ∈ R,
 +∞a
 =
 {+∞, daca a > 0−∞, daca a < 0
 .
 Operatiile ±∞±∞ ,
 00nu sunt determinate.
 12. Daca sirurile an, bn, n ∈ N au limita si daca raportul limitelor celor doua
 siruri are sens, atunci(anbn
 )n∈N
 are limita, egala cu raportul limitelor celor doua
 siruri.13. lim
 n→∞an = a > 1 si lim
 n→∞bn = +∞ implica lim
 n→∞abnn = +∞.
 14. limn→∞
 an = a ∈ (0, 1) si limn→∞
 bn = −∞ implica limn→∞
 abnn = 0.
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 15. limn→∞
 an = a > 1 si limn→∞
 bn = −∞ implica limn→∞
 abnn = 0.
 16. limn→∞
 an = a ∈ (0, 1) si limn→∞
 bn = −∞ implica limn→∞
 abnn = +∞.
 17. limn→∞
 an = +∞ si limn→∞
 bn = b > 0 implica limn→∞
 abnn = +∞.
 18. limn→∞
 an = +∞ si limn→∞
 bn = b < 0 implica limn→∞
 abnn = 0.
 19. limn→∞
 an = 0, an > 0, n ∈ N si limn→∞
 bn = +∞ implica limn→∞
 abnn = 0.
 Astfel, putem adopta urmatoarele conventii:
 a+∞ =
 {+∞, daca a > 10, daca a ∈ (0, 1)
 ,
 a−∞ =
 {0, daca a > 1
 +∞, daca a ∈ (0, 1),
 (+∞)b =
 {+∞, daca b > 00, daca b < 0
 ,
 0+∞ = 0.
 Operatiile 00, 1∞, 1−∞, (+∞)0 nu sunt determinate.20. Daca sirurile an, bn, n ∈ N au respectiv limitele a, b ∈ R si daca abnn si ab
 sunt definite, atunci(abnn)n∈N are limita, egala cu ab.
 2.10. Studiul unor cazuri exceptate
 Teorema 2.10.1.1. Fie (xn)n≥1 cu xn = a0n
 k+ a1nk−1+ ...+ an−kn+ ak, ai ∈ R, a0 = 0 si k ∈ N∗
 fixat. Atuncilimn→∞
 xn = +∞ · a0.
 2. Fie (xn)n≥1 cu xn = a0nk+a1nk−1+...+an−kn+akb0np+b1np−1+...+bn−pn+bp
 , ai, bi ∈ R, a0, b0 = 0 si k, p ∈ N∗
 fixati. Atunci
 limn→∞
 xn =
 +∞a0
 b0, daca n > p
 a0b0, daca n = p
 0, daca n < p.
 3. limn→∞
 xn = +∞ implica limn→∞
 (1 + 1
 xn
 )xn= e.
 4. limn→∞
 xn = −∞ implica limn→∞
 (1 + 1
 xn
 )xn= e.
 5. limn→∞
 xn = 0 implica limn→∞
 (1 + xn)1xn = e.
 6. limn→∞
 xn = 1, limn→∞
 yn = +∞ si limn→∞
 (xn − 1) yn = l implica limn→∞
 xynn = el.
 7. Daca a > 1 si k ∈ N este fixat, atunci limn→∞
 an
 nk = +∞.
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 8. Daca a > 1, atunci limn→∞
 an
 nn = 0.
 9. Daca an > 0, n ∈ N si limn→∞
 an = +∞, atunci limn→∞
 ln anan
 = 0.
 10. Daca a > 1, an > 0, n ∈ N si limn→∞
 an = +∞, atunci limn→∞
 loga anan
 = 0.
 11. Daca a ∈ (0,+∞) \ {1} si limn→∞
 an = 0, atunci limn→∞
 aan−1an
 = ln a.
 12. Daca limn→∞
 an = 0, atunci limn→∞
 (1+an)a−1
 an= a, a ∈ R.
 2.11. Exercitii
 (1) Cercetati monotonia si marginirea fiecaruia dintre sirurile urmatoa- re:a) an = n+2
 n+3, n ∈ N; b) bn = −n+1
 3n, n ∈ N∗; c) cn = 2
 √n, n ∈ N; d) dn = 2n
 n,
 n ∈ N∗; e) en = (2n−1)!!(2n)!!
 , n ∈ N∗; f) fn = 112
 + 122
 + 132
 + ... + 1n2 , n ∈ N∗; g)
 gn = 112
 + 112+22
 + ...+ 112+22+...+n2 , n ∈ N.
 R: a) Se observa ca an = 1 − 1n+3
 , deci (an)n∈N este strict crescator; deasemenea, an ∈ (0, 1) , (∀) n ∈ N, deci (an)n∈N este marginit;b) bn = −1
 3− 1
 3n, deci (bn)n∈N∗ este strict crescator; de asemenea, bn ∈(
 −23, 0), (∀) n ∈ N∗, deci (bn)n∈N∗ este marginit;
 c) cn < cn+1, (∀) n ∈ N, deci (cn)n∈N este strict crescator; de asemenea,cn > 0, (∀) n ∈ N, sirul fiind margint inferior si nemarginit superior;
 d) Avem dn+1
 dn=
 2n+1
 n+12n
 n
 = 2nn+1
 ≥ 1, (∀) n ∈ N∗, deci sirul dn este strict
 crescator; de asemenea, dn > 0 si este nemarginit superior.
 e) Avem en+1
 en=
 (2n+1)!!(2n+2)!!(2n−1)!!(2n)!!
 = 2n+12n+2
 < 1, (∀) n ∈ N∗, deci sirul este strict
 descrescator; de asemenea, en ∈ (0, 1) , (∀) n ∈ N∗, deci sirul este marginit.f) Evident, fn+1−fn = 1
 (n+1)2> 0, (∀) n ∈ N, deci sirul este strict crescator;
 pentru a arata marginirea sirului, avem fn > 0, n ∈ N∗si apoi tinem cont derelatia
 1
 k2<
 1
 k (k − 1)=
 1
 k − 1− 1
 k, (∀) k ≥ 2;
 pentru k = 2, 3, ..., n, din relatia precedenta, obtinem
 1
 22<
 1
 1− 1
 21
 32<
 1
 2− 1
 3...........
 1
 n2<
 1
 n− 1− 1
 n
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 si, adunand membru cu membru relatiile rezultate, gasim
 fn =1
 12+
 1
 22+
 1
 32+ ...+
 1
 n2<
 1
 12+
 (1− 1
 n
 )= 2− 1
 n< 2, (∀) n ∈ N∗,
 de unde deducem o margine superioara, 2, a sirului.Observatie 2.11.1. Se arata ca
 limn→∞
 1
 12+
 1
 22+
 1
 32+ ...+
 1
 n2=π2
 6.
 g)
 1
 12+
 1
 12 + 22+ ...+
 1
 12 + 22 + ...+ n2< fn
 de unde rezulta gn ∈ (0, 2) , (∀) n ∈ N. Pentru monotonie, este evident cagn+1 − gn = 1
 12+22+...+(n+1)2> 0, (∀) n ∈ N si deci sirul este strict crescator.
 (2) Daca an → ∞, ce se poate spune despre limn→∞
 sin an ?
 R: In genere nu exista. De exemplu, pentru an = nπ2, n ∈ N, avem lim
 n→∞an =
 +∞, iar
 limn→∞
 sin an = limn→∞
 sinnπ
 2=
 =
 limk→∞
 sin 2kπ = 0, daca n = 4k
 limk→∞
 sin(2kπ + π
 2
 )= 1, daca n = 4k + 1
 limk→∞
 sin (2kπ + π) = 0, daca n = 4k + 2
 limk→∞
 sin(2kπ + 3π
 2
 )= −1, daca n = 4k + 3
 si deci limn→∞
 sin an nu exista.
 (3) Determinati termenul general al sirului (an)n∈N∗ , definit prin a1 = 1, an+1 =
 an +(12
 )n, n ∈ N∗.
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 R: Avem
 an = an−1 +
 (1
 2
 )n−1
 = an−2 +
 (1
 2
 )n−2
 +
 (1
 2
 )n−1
 = ... =
 = a1 +
 (1
 2
 )1
 +
 (1
 2
 )2
 + ...+
 (1
 2
 )n−1
 =
 = a1 +1
 2·1−
 (12
 )n−1
 1− 12
 = a1 +
 (1−
 (1
 2
 )n−1)
 =
 = 2−(1
 2
 )n−1
 , (∀) n ∈ N∗.
 (4) Demonstrati ca sirul definit recurent prin x0 = 0, x0 = 1, xn+1 = 1+xn1−xn ,
 n ∈ N este periodic.R: Avem succesiv,
 xn+2 =1+xn+1
 1−xn+1=
 1+ 1+xn1−xn
 1− 1+xn1−xn
 = − 1xn,
 xn+3 =1− 1
 xn
 1+ 1xn
 = xn−1xn+1
 ,
 xn+4 =1+xn−1
 xn+1
 1−xn−1xn+1
 = 2xn2
 = xn, (∀) n ∈ N,
 deci sirul este peridic de perioada 4.(5) Aratati ca sirul definit prin relatia de recurenta x1, x2 ∈ R si xn+1 + xn +
 xn−1 = 0, n ≥ 2 este marginit.R: Din ipoteza gasim relatiile
 xn+1 + xn + xn−1 = 0
 si
 xn+2 + xn+1 + xn = 0,
 de unde, prin scadere membru cu membru, obtinem
 xn+2 = xn−1, (∀) n ≥ 2.
 Acest fapt ne conduce la concluzia ca sirul este periodic, de perioada 2, deciva fi marginit, deoarece xn ∈ {x1, x2} , n ∈ N∗.
 (6) Scrieti subsirurile sirului xn = 1 + (−1)n cosnπn
 , n ∈ N∗.
 R: Deoarece cosnπ = (−1)n , rezulta ca xn = 1 + 1n, (∀) n ∈ N∗.
 (7) Consideram vecinatatea V =(− 1
 10, 110
 )∈ V (0). Cati termeni ai sirurilor
 urmatoare nu se gasesc ın V ?
 a) an = (−1)n
 n, n ∈ N∗; b) bn = n
 n2+1, n ∈ N.

Page 45
                        

2.11. EXERCITII 45
 R: a) Punem conditia ca an = (−1)n
 n=
 {1n, n par
 − 1n, n impar
 sa nu apartina lui
 V =(− 1
 10, 110
 ); din inegalitatile 1
 n≥ 1
 10si − 1
 n≤ − 1
 10deducem n ≤ 10, deci
 ın afara lui V se vor gasi 10 termeni ai sirului;b) Din conditia bn = n
 n2+1/∈(− 1
 10, 110
 ), echivalenta cu n
 n2+1≥ 1
 10, obtinem
 inecuatia
 n2 − 10n+ 1 ≤ 0, n ∈ N∗.
 (termenul b0 = 0 l-am exclus, deoarece 0 ∈ V ). Rezolvand-o, gasim
 n ∈[5−
 √24, 5 +
 √24]∩ N∗ = {1, 2, ...9} ,
 deci ın afara lui V se vor gasi 9 termeni ai sirului bn.(8) Precizati care dintre urmatoarele siruri au limita:
 a) an = sin nπ2, n ∈ N; b) bn = sin πn, n ∈ N;
 c) cn =
 {1n, daca n este par
 0, daca n este impar;
 d) dn =
 {1n, daca n este par
 1, daca n este impar.
 R: a) Deoarece
 an =
 0, daca n = 4k1, daca n = 4k + 10, daca n = 4k + 2−1, daca n = 4k + 3
 ,
 evident, sirul an nu poate avea limita.b) bn = sinnπ = 0, oricare ar fi n ∈ N, deci lim
 n→∞bn = 0.
 c) limn→∞
 cn = 0.
 d) Avem limn→∞
 d2n = limn→∞
 12n
 = 0 si limn→∞
 d2n+1 = limn→∞
 1 = 1, deci sirul dn nu
 are limita.(9) Gasiti multimea limitelor (ale subsirurilor) sirurilor:
 a) an = 1+(−1)n
 2+ (−1)n · n
 2n+1, n ∈ N;
 b) bn = n2·(−1)n
 n, n ∈ N∗;
 c) cn = 1n· n(−1)n + sin nπ
 2, n ∈ N∗.
 R: a) Avem
 an =
 {1 + 2k
 4k+1, daca n = 2k
 −2k+14k+3
 , daca n = 2k + 1.
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 Deoarece 1 + 2k4k+1
 → 32si −2k+1
 4k+3→ −1
 2, rezulta ca L (an) =
 {−1
 2, 32
 }.
 b) Avem
 an =
 {2k, daca n = 2k
 1(2k+1)3
 , daca n = 2k + 1 .
 Rezulta b2k → +∞ si b2k+1 → 0; deci L (bn) = {0,+∞} .c) Avem
 cn =
 1, daca n = 4k
 1(4k+1)2
 + 1, daca n = 4k + 1
 1, daca n = 4k + 21
 (4k+3)2− 1, daca n = 4k + 3
 .
 Deoarece 1 → 1, 1(4k+1)2
 + 1 → 1, 1(4k+3)2
 − 1 → −1, rezulta ca L (cn) =
 {−1, 1} .(10) Sa se arate, folosind criteriul cu ϵ, ca sirul cu termenul general
 xn =n2 + 1
 2n2 − 1, n ∈ N
 are limita 12.
 R: Fie ϵ > 0 arbitrar. Inegalitatea∣∣∣∣ n2 + 1
 2n2 − 1− 1
 2
 ∣∣∣∣ < ϵ
 este echivalenta cu √3
 ϵ+
 1
 2< n.
 Alegand n0 =[√
 3ϵ+ 1
 2
 ]+ 1, criteriul cu ϵ este satisfacut.
 (11) Sa se studieze convergenta sirului an = n√a, a > 0, n ∈ N.
 R: Fie a > 1 arbitrar. Din Principiul lui Arhimede aplicat numerelor a−1 >0 si ϵ > 0, rezulta ca exista n1 ∈ N, astfel ıncat a− 1 < n1 · ϵ. Consideramn ≥ n1 si rezulta ca a < 1+n1 · ϵ < (1 + ϵ)n . Astfel, 1− ϵ < 1 < n
 √a < 1+ ϵ,
 pentru orice n ≥ n1 si deci limn→∞
 n√a = 1.
 Cazul cand a ∈ (0, 1) se reduce la cazul precedent, prin conside- rarea luib := 1
 a> 1.
 (12) Folosind criteriul clestelui, demonstrati caa) lim
 n→∞
 (1
 n2+1+ 2
 n2+2+ ...+ n
 n2+n
 )= 1
 2;
 b) limn→∞
 (sin 1n2+1
 + sin 2n2+1
 + ...+ sinnn2+1
 )= 0;
 c) limn→∞
 (1√n2+1
 + 1√n2+2
 + ...+ 1√n2+n
 )= 1;
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 d) limn→∞
 n√n = 1;
 e) limn→∞
 n√1p + 2p + ...+ np = 1, p > 0;
 f) limn→∞
 n
 √1 +
 √2 +
 √3 + ...+
 √n = 1.
 R: a) Avem
 1 + 2 + ...+ n
 n2 + n<
 1
 n2 + 1+
 2
 n2 + 2+ ...+
 n
 n2 + n<
 1 + 2 + ...+ n
 n2 + 1
 si cum 1+2+...+nn2+n
 =n(n+1)
 2
 n2+n→ 1
 2, 1+2+...+n
 n2+1=
 n(n+1)2
 n2+1→ 1
 2, rezulta ca
 limn→∞
 (1
 n2 + 1+
 2
 n2 + 2+ ...+
 n
 n2 + n
 )=
 1
 2.
 b) Avem
 −nn2 + n
 <sin 1
 n2 + 1+
 sin 2
 n2 + 1+ ...+
 sinn
 n2 + 1<
 n
 n2 + 1
 si, cum −nn2+n
 → 0, nn2+n
 → 0, rezulta ca
 limn→∞
 (sin 1
 n2 + 1+
 sin 2
 n2 + 1+ ...+
 sinn
 n2 + 1
 )= 0.
 c) Avem
 n√n2 + n
 <1√
 n2 + 1+
 1√n2 + 2
 + ...+1√
 n2 + n<
 n√n2 + 1
 si, cum n√n2+n
 → 1, n√n2+1
 → 1, rezulta ca
 limn→∞
 (1√
 n2 + 1+
 1√n2 + 2
 + ...+1√
 n2 + n
 )= 1.
 d) Deoarece
 1 ≤ n√n = n
 √1 · 1 · ... · 1︸ ︷︷ ︸
 n−2 ori
 ·√n ·
 √n
 inegalitatea
 ≤mediilor
 ≤
 1 + 1 + ...+ 1︸ ︷︷ ︸n−2 ori
 +√n+
 √n
 n=n− 2 + 2
 √n
 n
 si, cum 1 → 1, n−2+2√n
 n→ 1, rezulta ca
 limn→∞
 n√n = 1.
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 e) Avem inegalitatile
 1 < n√1p + 2p + ...+ np < n
 √n · np
 si, cum 1 → 1,n√np+1 = ( n
 √n)
 p+1 → 1, rezulta ca
 limn→∞
 n√1p + 2p + ...+ np = 1, p > 0.
 f) Avem inegalitatile
 1 <n
 √1 +
 √2 +
 √3 + ...+
 √n <
 n
 √n ·
 √n
 si, cum 1 → 1, n√n ·
 √n = ( n
 √n)
 32 → 1, rezulta ca
 limn→∞
 n
 √1 +
 √2 +
 √3 + ...+
 √n = 1.
 (13) Demonstrati, folosind criteriul lui Cauchy de convergenta, ca sirul
 xn =cos 1!
 1 · 2+
 cos 2!
 2 · 3+ ...+
 cosn!
 n · (n+ 1), n ∈ N∗
 este convergent.R: Intr-adevar, fie ϵ > 0 arbitrar. Pentru n, m ∈ N∗, n ≥ m, avem
 |xn − xm| =
 ∣∣∣∣ cos (m+ 1)!
 (m+ 1) · (m+ 2)+
 cos (m+ 2)!
 (m+ 2) · (m+ 3)+ ...+
 ...+cosn!
 n · (n+ 1)
 ∣∣∣∣≤ 1
 (m+ 1) · (m+ 2)+
 1
 (m+ 2) · (m+ 3)+ ...+
 +1
 n · (n+ 1)
 =
 (1
 m+ 1− 1
 m+ 2
 )+
 (1
 m+ 2− 1
 m+ 3
 )+ ...+
 +
 (1
 n− 1
 n+ 1
 )=
 1
 m+ 1− 1
 n+ 1<
 1
 m+ 1.
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 Prin urmare, punand conditia 1m+1
 < ϵ, gasim n0 =[1ϵ
 ]+ 1, astfel ıncat
 oricare ar fi n ≥ m ≥ n0, avem
 |xn − xm| < ϵ.
 Rezulta ca sirul xn este sir Cauchy, deci convergent.(14) Folosind criteriul comparatiei, aratati ca
 a) limn→∞
 1
 2n2+n+1= 0;
 b) limn→∞
 (−1)n
 n= 0;
 c) limn→∞
 sinnn
 = 0;
 d) limn→∞
 (1 + 1
 2+ ...+ 1
 n
 )= +∞.
 R: a) Avem 0 < 1
 2n2+n+1
 < 1n, (∀) n ∈ N∗, deci lim
 n→∞1
 2n2+n+1
 = 0.
 b) Avem∣∣∣ (−1)n
 n
 ∣∣∣ = 1n→ 0, deci lim
 n→∞(−1)n
 n= 0.
 c) Avem∣∣ sinn
 n
 ∣∣ ≤ 1n→ 0, deci lim
 n→∞sinnn
 = 0.
 d) Se cunosc inegalitatile(1 +
 1
 n
 )n< e <
 (1 +
 1
 n
 )n+1
 , (∀) n ∈ N.
 Rezulta
 ln (n+ 1)− lnn <1
 n
 si, urmand un rationament similar celui de la exercitiul 1.f), rezulta
 ln (n+ 1) < 1 +1
 2+ ...+
 1
 n.
 Cum limn→∞
 ln (n+ 1) = +∞, rezulta ca limn→∞
 (1 + 1
 2+ ...+ 1
 n
 )= +∞.
 (15) Gasiti limitele sirurilor:a) an = 0, 25n + 0, 5n + 0, 75, n ∈ N;b) bn = 2n+3n
 4n, n ∈ N;
 c) cn = cosn π4, n ∈ N.
 R: a) limn→∞
 an = 0, 75.
 b)
 limn→∞
 bn = limn→∞
 2n + 3n
 4n= lim
 n→∞
 3n[(
 23
 )n+ 1]
 4n=
 = limn→∞
 (3
 4
 )n [(2
 3
 )n+ 1
 ]= 0.
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 c) limn→∞
 cn = 0.
 (16) Aflati limitele sirurilor:a) an =
 ∑nk=1
 14k2−1
 , n ∈ N;b) bn =
 ∑nk=1
 k(k+1)!
 , n ∈ N.R: a) Avem
 an =1
 2
 n∑k=1
 (1
 2k − 1− 1
 2k + 1
 )=
 =1
 2
 [(1
 1− 1
 3
 )+
 (1
 3− 1
 5
 )+ ...+
 (1
 2n− 1− 1
 2n+ 1
 )]=
 1
 2
 (1− 1
 2n+ 1
 )→ 1
 2.
 b) Avem
 bn =n∑k=1
 (k + 1)− 1
 (k + 1)!=
 n∑k=1
 [1
 k!− 1
 (k + 1)!
 ]=
 =n∑k=1
 [(1
 1!− 1
 2!
 )+
 (1
 2!− 1
 3!
 )+ ...+
 (1
 n!− 1
 (n+ 1)!
 )]=
 = 1− 1
 (n+ 1)!→ 0.
 (17) Calculati limn→∞
 1p+2p+...+np
 np+1 , p ∈ N.R: Aplicam teorema Cesaro-Stolz sirurilor an = 1p+2p+...+np si bn = np+1.Pentru aceasta, sa evaluam
 l := limn→∞
 an+1 − anbn+1 − bn
 = limn→∞
 (n+ 1)p
 (n+ 1)p+1 − np+1.
 Dezvoltand cu formula binomului lui Newton, gasim
 l = limn→∞
 np + C1pn
 p−1 + ...+ 1
 C1p+1n
 p + C2p+1n
 p−1 + ...+ 1=
 1
 C1p+1
 =1
 p+ 1.
 Rezulta
 limn→∞
 anbn
 =1
 p+ 1.
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 (18) Se considera matricea A =
 (a b−b a
 ), cu a, b ∈ R, a2+ b2 < 1. Sa se arate
 ca An =
 (an bn−bn an
 ), n ∈ N∗, unde sirurile an si bn sunt convergente la 0.
 R: Notand a = ρ cos θ si b = ρ sin θ, unde ρ ∈ (0, 1) , θ ∈ [0, 2π), prininductie mtematica se arata ca
 An =
 (ρn cosnθ ρn sinnθ−ρn sinnθ ρn cosnθ
 ), n ∈ N∗.
 De aici, an := ρn cosnθ → 0, deoarece ρ ∈ (0, 1) implica ρn → 0, iar(cosnθ)n∈N∗ este un sir marginit si bn := ρn sinnθ → 0, deoarece ρ ∈ (0, 1)implica ρn → 0, iar (sinnθ)n∈N∗ este un sir marginit.
 (19) Calculati limn→∞
 1+a+...+an
 1+b+...+bn, daca a, b ∈ (−1, 1) .
 R: Avem
 limn→∞
 1 + a+ ...+ an
 1 + b+ ...+ bn= lim
 n→∞
 1−an+1
 1−a1−bn+1
 1−b
 =1− b
 1− a,
 deoarece a, b ∈ (−1, 1) implica an+1 → 0 si bn+1 → 0.(20) Fie sirul xn, n ∈ N∗. Aratati ca
 xn → 0 ⇐⇒ |xn| → 0 ⇐⇒ x2n → 0.
 R: Se arata imediat folosind criteriul cu ϵ.Echivalenta xn → 0 ⇐⇒ |xn| → 0 este cuprinsa de altfel ın teorema 2.7.5
 enuntul 2. Echivalenta |xn| → 0 ⇐⇒ x2n → 0 se bazeaza pe relatia√x2n =
 |xn| .(21) Demonstrati ca oricare ar fi sirul de numere reale xn, n ∈ N∗, daca
 limn→∞
 x21 + x22 + ...+ x2nn
 = 0,
 atunci
 limn→∞
 x1 + x2 + ...+ xnn
 = 0.
 Afirmatia reciproca ramane adevarata ?R: Folosind inegalitatea Cauchy-Buniakowski-Schwarz pentru n-uplurile (x1, x2, ..., xn)si (1, 1, ..., 1), obtinem
 (x1 · 1 + x2 · 1 + ...+ xn · 1)2 ≤ n ·(x21 + x22 + ...+ x2n
 ),
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 de unde rezulta
 0 ≤(x1 + x2 + ...+ xn
 n
 )2
 ≤ x21 + x22 + ...+ x2nn
 .
 Folosind ipoteza limn→∞
 x21+x22+...+x
 2n
 n= 0, din criteriul clestelui deducem
 limn→∞
 (x1 + x2 + ...+ xn
 n
 )2
 = 0.
 Aplicand rezultatul cuprins ın exercitiul 20, gasim
 limn→∞
 x1 + x2 + ...+ xnn
 = 0.
 Afirmatia reciproca nu este adevarata. Un contraexemplu ıl repre- zintasirul xn = (−1)n , n ∈ N. Pentru acest sir,
 limn→∞
 x1 + x2 + ...+ xnn
 = 0,
 deoarece la numarator avem 1 sau−1 (deci numaratorul este un sir marginit),ın timp ce numitorul tinde la +∞. Pe de alta parte,
 limn→∞
 x21 + x22 + ...+ x2nn
 = limn→∞
 1 + 1 + ...+ 1
 n= lim
 n→∞
 n
 n= 1 = 0.
 (22) Se considera x1 ∈ [1, 2] si xn+1 = x2n− 2xn+2, n ∈ N∗. Demonstrati ca sirulxn este convergent si aflati lim
 n→∞xn.
 R: Este evident ca daca x1 = 1 sau x1 = 2, atunci xn+1 = 1 sau xn+1 = 2,(∀) n ∈ N.Se observa ca xn+1 = (xn − 1)2 + 1 ≥ 1, (∀) n ∈ N∗, deci sirul este marginitinferior de 1.Consideram functia f : (1, 2) → R, f (x) = x2−2x+2, care este crescatoarepe (1, 2) . Deoarece
 x1 > x2 ⇐⇒ x1 > x21 − 2x1 + 2 ⇐⇒⇐⇒ x21 − 3x1 + 2 < 0 ⇐⇒ (x1 − 1) (x1 − 2) < 0,
 atunci, prin inductie matematica rezulta ca sirul este descrescator. Prinurmare, va fi convergent. Fie x := lim
 n→∞xn.
 Facand n sa tinda la +∞ ın relatia de recurenta din enunt, obtinem
 x = x2 − 2x+ 2
 sau
 (x− 1) (x− 2) = 0,
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 cu solutiile x = 1 sau x = 2. Din pricina faptului ca sirul este descrescator,ramane ca x = 1.
 (23) Daca sirurile an, bn, n ∈ N satisfac conditiile1) 0 < a0 < b0;
 2) an =√an−1 · bn−1 si bn = an−1+bn−1
 2, (∀) n ≥ 1,
 aratati ca sirurile an si bn sunt convergente si au aceeasi limita.R: Prin inductie matematica se demonstreaza ca
 a0 < a1 < ... < an−1 < an < bn < bn−1 < ... < b1 < b0,
 oricare ar fi n ∈ N.Rezulta ca sirul an (bn) este convergent, fiind crescator(descrescator) si marginit superior (inferior), de exemplu de b0 (a0) . Fiea := lim
 n→∞an si b := lim
 n→∞bn. Facand n sa tinda la +∞ ın relatiile de recurenta
 din enunt, gasim
 a =√a · b si b = a+ b
 2.
 De aici rezulta a = b.(24) Studiati convergenta sirului xn, n ∈ N definit prin x0 = 1, x1 = 2, xn+2 =√
 xn+1 · xn, (∀) n ∈ N.R: Prin inductie matematica rezulta imediat ca xn > 0, (∀) n ∈ N. Salogaritmam, de exemplu ın baza e, relatia de recurenta din enunt. Rezulta,cu notatia yn := ln xn,
 yn+2 =1
 2yn+1 +
 1
 2yn, n ∈ N.
 Dam valori lui n := n, n− 1, ..., 0 si gasim
 yn+2 =1
 2yn+1 +
 1
 2yn,
 yn+1 =1
 2yn +
 1
 2yn−1,
 yn =1
 2yn−1 +
 1
 2yn−2,
 ...........
 y4 =1
 2y3 +
 1
 2y2,
 y3 =1
 2y2 +
 1
 2y1,
 y2 =1
 2y1 +
 1
 2y0,
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 de unde, prin adunare membru cu membru, rezulta
 yn+2 +1
 2yn+1 = y1 +
 1
 2y0, n ∈ N
 sau
 yn+2 = −1
 2yn+1 + ln 2.
 Facandu-l pe n := n, n− 1, ..., 0, obtinem
 yn+2 = −1
 2yn+1 + ln 2,
 yn+1 = −1
 2yn + ln 2,
 yn = −1
 2yn−1 + ln 2,
 ..............
 y4 = −1
 2y3 + ln 2,
 y3 = −1
 2y2 + ln 2,
 y2 = −1
 2y1 + ln 2.
 Inmultim a doua relatie cu −12, a treia relatie cu 1
 22s.a.m.d., pana la ultima
 relatie pe care o ınmultim cu (−1)n(12
 )n. Dupa adunarea din nou membru
 cu membru a noilor relatii deduse, rezulta
 yn+2 = ln 2
 [1 +
 (−1
 2
 )1
 + ...+
 (−1
 2
 )n+
 (−1
 2
 )n+1]=
 = ln 2 ·1−
 (−1
 2
 )n+2
 1−(−1
 2
 ) .
 De aici,
 limn→∞
 yn =2
 3· ln 2.
 Concluzia este ca sirul xn este convergent la e23·ln 2 = 4
 13 .
 (25) Studiati convergenta sirului
 x1 =√1− a, xn+1 =
 √1− xn, n ∈ N∗,
 unde a ∈ (0, 1) .R: Observam ca xn ≥ 0 si
 xn ≤ xn+1 ⇐⇒ x2n + xn − 1 ≤ 0
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 si
 xn ≥ xn+1 ⇐⇒ x2n + xn − 1 ≥ 0.
 Rezulta ca
 xn ≤ xn+1 ⇐⇒ xn ∈
 [0,
 √5− 1
 2
 ]si
 xn ≥ xn+1 ⇐⇒ xn ∈
 [√5− 1
 2, 1
 ].
 Distingem astfel trei cazuri.
 Cazul 1. Daca a ∈(√
 5−12, 1), atunci
 x1 =√1− a <
 √5− 1
 2,
 x2 =√1− x1 >
 √5− 1
 2,
 x3 =√1− x2 <
 √5− 1
 2,
 ...........
 Rezulta ca (x2k+1)k∈N∗ ⊂(0,
 √5−12
 )si (x2k)k∈N∗ ⊂
 (√5−12, 1), ceea ce ne
 arata ca
 x2k+1 < x2x+3 si x2k > x2k+2, k ∈ N∗.
 Astfel, avem urmatoarea reprezentare
 0 < x1 < x3 < ... <
 √5− 1
 2< ... < x4 < x2 < 1.
 Subsirurile termenilor de rang par si de rang impar fiind monotone si marginitesunt deci convergente. Fie l1 := lim
 k→∞x2k+1 si l2 := lim
 k→∞x2k. Facandu-l pe
 n = 2k si n = 2k+1 si apoi k → ∞ ın relatia de recurenta, obtinem sistemul{l1 =
 √1− l2
 l2 =√1− l1
 ,
 cu unica solutie l1 = l2 =√5−12.
 Concluzia este ca daca a ∈(√
 5−12, 1), atunci sirul xn, n ∈ N∗ este convergent
 si
 limn→∞
 xn =
 √5− 1
 2.
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 Cazul 2. Daca a ∈(0,
 √5−12
 ), atunci avem reprezentarea
 0 < x2 < x4 < ... <
 √5− 1
 2< ... < x3 < x1 < 1,
 obtinand aceeasi concluzie.
 Cazul 3. Daca a =√5−12
 , atunci sirul este constant, xn =√5−12, n ∈ N∗,
 avand limita tot√5−12.
 (26) Sa se studieze convergenta sirului definit recurent prin
 x1 = 1, xn+1 =√1 + xn, n ∈ N.
 R: Acest sir este asemanator cu cel tratat ın teorie la sectiunile de sirurimonotone si siruri marginite.Vom aborda aici o alta idee de a demonstra convergenta sirului.Din relatiile
 x2n+1 = 1 + xn,
 x2n = 1 + xn−1,
 rezulta, prin scadere membru cu membru,
 x2n+1 − x2n = (1 + xn)− (1 + xn−1) = xn − xn−1.
 Rezulta, urmand un procedeu de inductie, ca sirul este crescator.De asemenea, din relatia
 x2n+1 = 1 + xn,
 gasim succesiv,
 1 < xn+1 =1 + xnxn+1
 <1 + xn+1
 xn+1
 =1
 xn+1
 + 1 < 2,
 de unde rezulta ca sirul este marginit.Concluzia este ca sirul, fiind monoton si marginit, este convergent.Fie l := lim
 n→∞xn. Facand pe n → ∞ ın relatia de recurenta din enunt,
 obtinem
 l =√1 + l
 si astfel x va fi radacina pozitiva a ecuatiei x2 = 1 + x, adica
 l =1 +
 √5
 2.
 Observatie 2.11.1. Acest exercitiu poate fi privit si sub urmato- rul aspect:
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 fiind dat ϵ > 0, se cere sa se determine o valoare aproximativa a solutieipozitive a ecuatiei
 x2 = 1 + x,
 cu o eroare mai mica decat ϵ. Acest fapt revine la a gasi un sir xn, n ∈ N,care sa fie convergent la radacina cautata, x.
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CAPITOLUL 3
 Serii de numere reale
 3.1. Definitii si notatii
 Consideram (xn)n∈N un sir de numere reale.Definitie 3.1.1. Numim sirul sumelor partiale asociat sirului xn sirul
 s0 = x0, s1 = x0 + x1, ..., sn = x0 + x1 + ...+ xn, ...
 Serie de numere reale avand termenul general xn este perechea((xn)n∈N , (sn)n∈N
 )si se noteaza cu
 ∑n≥0 xn.
 Seria∑
 n≥0 xn se numeste convergenta daca sirul sumelor partiale este conver-gent ın R. Daca sirul sumelor partiale este divergent, seria se numeste divergenta.
 Daca seria∑
 n≥0 xn este convergenta, suma ei este numarul s := limn→∞
 sn ∈ R,si se utilizeaza notatia s :=
 ∑n≥0 xn =
 ∑∞n=0 xn.
 De exemplu, sa consideram seria∑∞
 n=012n
 = 1+ 12+ 1
 22+ ...+ 1
 2n+ .... Atunci sirul
 sumelor partiale este sn =1− 1
 2n
 1− 12
 si cum limn→∞
 sn = 2, seria va fi convergenta, avand
 suma s = 2.Alt exemplu de serie convergenta ıl constituie seria 1 +
 ∑∞n=1
 1n!, avand suma e.
 In general, daca r ∈ R, seria∑∞
 n=0 rn = 1 + r + r2 + ... + rn + ... se numeste
 seria geometrica de ratie r. Sirul sumelor partiale va fi s0 = 1, s1 = 1 + r, sn =1 + r + ...+ rn, deci
 sn =
 {1−rn+1
 1−r , daca r = 1n+ 1, daca r = 1
 ,
 obtinand astfel limn→∞
 sn = 11−r , daca |r| < 1, ın acest caz seria geometrica fiind
 convergenta.Observatie 3.1.1. Termenul initial al seriei poate avea rangul 0 sau 1 sau orice
 numar natural k, dupa cum multimea pe care se indiciaza seria este N0, N1 sau Nk.De exemplu, seria
 ∑∞n=1 (−1)n−1 = 1− 1 + ... are sn = 0 sau 1, dupa cum n este
 par sau impar. Deci, seria va fi divergenta.Daca seria
 ∑∞n=0 xn este convergenta, restul
 ∑∞k=n xk este un sir convergent la 0,
 cand n→ ∞.Observatie 3.1.2. Daca seria
 ∑∞n=0 xn este convergenta, atunci xn → 0.
 59
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 Reciproc nu este adevarat. Un exemplu ıl constituie cazul sirului daca xn = 1n→
 0 si∑∞
 n=11neste divergenta.
 Insa, daca xn → 0, atunci∑∞
 n=0 xn este divergenta.Propozitie 3.1.1.1. Suma termen cu termen a doua serii de aceeasi natura este o serie de aceeasi
 natura.2. Inmultind cu un numar real o serie, natura seriei nu se modifica.3. Eliminand sau adaugand un numar finit de teremeni ai unei serii, natura
 seriei nu se modifica (doar suma se schimba la seriile convergente).
 3.2. Criterii de convergenta pentru serii cu termenii pozitivi
 Propozitie 3.2.1 (Criteriul lui Cauchy de convergenta). O serie∑∞
 n=0 xn esteconvergenta daca si numai daca (∀) ϵ > 0, (∃) n0 = n0 (ϵ) ∈ N, astfel ıncat (∀) n,m ∈ N, n ≥ m, avem ∣∣∣∣∣
 n∑k=m+1
 xk
 ∣∣∣∣∣ < ϵ.
 Seria armonica generalizata∑∞
 n=11np este convergenta pentru p > 1 si diver-
 genta pentru p ≤ 1. Pentru p = 1, seria∑∞
 n=11nse numeste serie armonica.
 Propozitie 3.2.2 (Primul criteriu de comparatie). Fie seriile cu termenii pozitivi∑∞n=0 an si
 ∑∞n=0 bn, cu proprietatea ca exista un rang n0 ∈ N astfel ıncat an ≤ bn,
 n ≥ n0.Atunci:1)∑∞
 n=0 bn convergenta implica∑∞
 n=0 an convergenta.2)∑∞
 n=0 an divergenta implica∑∞
 n=0 bn divergenta.De exemplu,
 ∑∞n=0
 12n+1
 este convergenta, deoarece 12n+1
 < 12n
 si∑∞
 n=012n
 este
 convergenta;∑∞
 n=21
 lnneste divergenta, deoarece 1
 lnn> 1
 nsi∑∞
 n=21neste divergenta.
 Propozitie 3.2.3 (Al doilea criteriu de comparatie). Fie seriile cu termeniipozitivi
 ∑∞n=0 an si
 ∑∞n=0 bn, cu proprietatea ca exista un rang n0 ∈ N astfel ıncat
 an+1
 an≤ bn+1
 bn, n ≥ n0.
 Atunci:1)∑∞
 n=0 bn convergenta implica∑∞
 n=0 an convergenta.2)∑∞
 n=0 an divergenta implica∑∞
 n=0 bn divergenta.De exemplu,
 ∑∞n=2 (2−
 √e) (2− 3
 √e) (2− n
 √e) este divergenta, deoa- rece
 an+1
 an= 2− n+1
 √e > 2− n+1
 √(1 +
 1
 n
 )n+1
 =n− 1
 n=
 1n1
 n−1
 si∑∞
 n=21neste divergenta.
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 Propozitie 3.2.4 (Al treilea criteriu de comparatie). Fie seriile cu termeniipozitivi
 ∑∞n=0 an si
 ∑∞n=0 bn. Daca l := lim
 n→∞anbn
 exista, este finita si nenula, atunci∑∞n=0 an si
 ∑∞n=0 bn au aceeasi natura.
 De exemplu,∑∞
 n=11
 n n√neste divergenta, deoarece
 limn→∞
 1n n√n
 1n
 = 1
 si∑∞
 n=11neste divergenta.
 Propozitie 3.2.5 (D’Alembert). Fie seria cu termenii strict pozitivi∑∞
 n=0 ancu proprietatea ca exista lim
 n→∞an+1
 an= l. Atunci:
 1) daca l < 1, seria∑∞
 n=0 an este convergenta;2) daca l > 1, seria
 ∑∞n=0 an este divergenta;
 3) daca l = 1, natura seriei∑∞
 n=0 an poate fi oricare.De exemplu, seria
 ∑∞n=0
 n(n+1)!
 este convergenta, deoarece
 limn→∞
 an+1
 an= lim
 n→∞
 n+ 1
 n (n+ 2)= 0 < 1.
 Propozitie 3.2.6 (Criteriul radacinii al lui Cauchy). Fie seria cu termenii strictpozitivi
 ∑∞n=0 an cu proprietatea ca exista lim
 n→∞n√an = l. Atunci:
 1) daca l < 1, seria∑∞
 n=0 an este convergenta;2) daca l > 1, seria
 ∑∞n=0 an este divergenta;
 3) daca l = 1, natura seriei∑∞
 n=0 an poate fi oricare.
 De exemplu, seria∑∞
 n=1
 (n+1n
 )n2
 · an, a > 0 ne conduce la
 limn→∞
 n√an = a · e.
 Pentru a < 1e, seria este convergenta, pentru a > 1
 eseria este divergenta. Pentru
 a = 1e, obtinem
 limn→∞
 (n+1n
 )n2
 en≥ lim
 n→∞
 (n+1n
 )n2(1 + 1
 n
 )n(n+1)≥ 1
 e
 si astfel seria este divergenta.Propozitie 3.2.7 (Criteriul Raabe-Duhamel). Fie seria cu termenii strict poz-
 itivi∑∞
 n=0 an cu proprietatea ca exista limn→∞
 n(
 anan+1
 − 1)= l. Atunci:
 1) daca l > 1, seria∑∞
 n=0 an este convergenta;2) daca l < 1, seria
 ∑∞n=0 an este divergenta;
 3) daca l = 1, natura seriei∑∞
 n=0 an poate fi oricare.
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 De exemplu, seria∑∞
 n=1(2n−1)!!(2n)!!
 , unde (2n− 1)!! = 1 ·3 ·5 · ... · (2n− 1) si (2n)!! =
 2 · 4 · 6 · ... · (2n) ne conduce la
 limn→∞
 n
 (anan+1
 − 1
 )=
 1
 2< 1,
 de unde tragem concluzia ca seria este divergenta.
 3.3. Criterii de convergenta pentru serii cu numere reale
 Criteriul lui Abel. Fie∑∞
 n=0 o serie de numere reale cu sirul sumelor partialemarginit si fie (an)n∈N un sir de numere reale monoton des- crescator la 0. Atunciseria
 ∑∞n=0 anxn este convergenta.
 De exemplu, pentru seria∑∞
 n=1sinnxnp , p > 0, x ∈ (0, π) avem
 xn = sinnx, n ∈ N∗,
 ce formeaza un sir avand sirul sumelor partiale,
 n∑k=1
 xk = sinx+ sin 2x+ ...+ sinnx
 marginit; ıntr-adevar, notand
 S1n = cosx+ cos 2x+ ...+ cosnx,
 S2n = sinx+ sin 2x+ ...+ sinnx,
 avem
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 S1n + iS2n
 = (cos x+ i sin x) + (cos x+ i sin x)2 + ...+ (cos x+ i sinx)n =
 :not= z + z2 + ...+ zn = z
 1− zn
 1− z=
 = (cos x+ i sin x)1− cosnx− i sinnx
 1− cos x− i sinx=
 = (cos x+ i sin x)2 cos2 nx
 2− 2i sin nx
 2cos nx
 2
 2 cos2 x2− 2i sin x
 2cos x
 2
 =
 = (cos x+ i sin x)cos nx
 2
 (cos nx
 2− i sin nx
 2
 )cos x
 2
 (cos x
 2− i sin x
 2
 ) =
 = (cos x+ i sin x)cos nx
 2
 [cos(−nx
 2
 )+ i sin
 (−nx
 2
 )]cos x
 2
 [cos(−x
 2
 )+ i sin
 (−x
 2
 )] =
 =cos nx
 2
 cos x2
 [cos(x− nx
 2+x
 2
 )+ i sin
 (x− nx
 2+x
 2
 )],
 de unde |S2n| =∣∣∣ cos nx
 2
 cos x2sin(x− nx
 2+ x
 2
 )∣∣∣ ≤ 1
 |cos x2 |.
 De asemenea,
 an =1
 np, n ∈ N∗
 este un sir descrescator la 0. Rezulta ca seria este convergenta.Definitie 3.3.1. Seria cu termenii reali (avand termenii cu semnele alternand),∑n∈N (−1)n an , unde an ≥ 0, n ∈ N , se numeste serie alternata.Criteriul lui Leibniz. Daca (an)n∈N este un sir de numere reale pozitive si
 descrescator la 0, atunci seria∑∞
 n=0 (−1)n an este convergenta.De exemplu, seria
 ∑∞n=1 (−1)n 1
 neste convergenta, deoarece an := 1
 n↘ 0.
 Definitie 3.3.2. Daca pentru un sir de numere reale xn, n ∈ N seria∑∞
 n=0 |xn|este convergenta, atunci seria
 ∑∞n=0 xn se numeste serie absolut convergenta.
 Din aceasta definitie rezulta ca orice serie absolut convergenta este convergenta.Reciproca nu este adevarata. De exemplu, seria precedenta,∑∞n=1 (−1)n 1
 neste convergenta, nefiind absolut convergenta, deoarece
 ∑∞n=1
 ∣∣(−1)n 1n
 ∣∣ =∑∞n=1
 1neste divergenta.
 Definitie 3.3.3. Fie sirurile de numere reale xn, si yn, n ∈ N. Definim seria∑∞n=0 cn, numita seria produs ın sens Cauchy al seriilor
 ∑∞n=0 xn si
 ∑∞n=0 yn, ca
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 fiind
 c0 = x0y0, c1 = x0y1 + x1y0, ..., cn =n∑k=0
 xkyn−k, ....
 Criteriul Cauchy-Maertens. Daca seriile de numere reale∑∞
 n=0 si∑∞
 n=0 ynsunt absolut convergente, cu sumele x si, respectiv yn, a- tunci seria produs ın sensCauchy este absolut convergenta, avand suma x · y.
 De exemplu, seriile 1 +∑∞
 n=11n!
 si 1 +∑∞
 n=1(−1)n
 n!sunt absolut convergente si au
 produsul ın sens Cauchy∞∑n=0
 cn,
 unde c0 = 1, ..., cn = 0, n ∈ N∗. Dupa criteriul Cauchy-Maertens, seria∑∞
 n=0 cn esteabsolut convergenta. Suma ei este, evident, 1.
 Cum 1 +∑∞
 n=11n!
 = e, rezulta ca
 1 +∞∑n=1
 (−1)n
 n!=
 1
 e.
 3.4. Exercitii
 (1) Folosind definitia, stabiliti natura seriilor urmatoare:a)∑∞
 n=11
 n(n+1);
 b)∑∞
 n=12n+5n
 7n;
 c)∑∞
 n=1 lnn+5n+4
 .R: a) Avem
 sn =n∑k=1
 1
 k (k + 1)=
 n∑k=1
 (1
 k− 1
 k + 1
 )= 1− 1
 n+ 1,
 de unde
 sn → 1,
 adica seria este convergenta si are suma 1.b) Avem
 sn =n∑k=1
 (2
 7
 )k+
 (5
 7
 )k=
 2
 7·1−
 (27
 )n1− 2
 7
 +5
 7·1−
 (57
 )n1− 5
 7
 =
 =2
 5
 (1−
 (2
 7
 )n)+
 5
 2
 (1−
 (5
 7
 )n),
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 de unde
 sn → 2
 5+
 5
 2=
 29
 10,
 adica seria este convergenta si are suma 2910.
 c) Avem
 sn =n∑k=1
 lnk + 5
 k + 4=
 n∑k=1
 ln (k + 5)−n∑k=1
 ln (k + 4) =
 = ln (n+ 1) ,
 de undesn → +∞,
 adica seria este divergenta.(2) Folosind criteriul de convergenta al lui Cauchy, sa se stabileasca natura
 seriilor urmatoare:a)∑∞
 n=1cosnx3n
 , x ∈ R;b)∑∞
 n=1
 (1 + 1
 n2
 ).
 R: a) Avem pentru n, m ∈ N∗, n ≥ m,∣∣∣∣∣n∑
 k=m
 cos kx
 3k
 ∣∣∣∣∣ ≤n∑
 k=m
 ∣∣∣∣cos kx3k
 ∣∣∣∣ ≤ n∑k=m
 1
 3k=
 1
 3m·1−
 (13
 )n−m1− 1
 3
 <
 <1
 3m· 1
 1− 13
 =1
 3m· 23
 si cum limm→∞
 13m
 · 23= 0, rezulta ca seria este convergenta.
 b) Deoarece limn→∞
 (1 + 1
 n2
 )= 1, rezulta ca seria este divergenta, deoarece
 termenul ei general nu este un sir convergent la zero.
 (3) Folosind primul criteriu de comparatie, stabiliti natura seriilor:a)∑∞
 n=1 cos13n;
 b)∑∞
 n=12n+1n(n+1)
 ;
 c)∑∞
 n=11
 n√lnn.
 R: a) Avem cos 13n< 1
 3nsi cum
 ∑∞n=1
 13n
 este convergenta, rezulta ca seriadata este convergenta.b) Avem 2n+1
 n(n+1)> 1
 nsi cum
 ∑∞n=1
 1neste divergenta, rezulta ca seria data
 este divergenta.c) Deoarece lnn < n, rezulta ca n
 √lnn < n
 √n, adica 1
 n√lnn
 > 1n√n. Deoarece
 limn→∞
 1n√n = 1, rezulta ca seria
 ∑∞n=1
 1n√n este divergenta. Prin urmare, seria
 data va fi divergenta.
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 (4) Folosind al doilea criteriu de comparatie, stabiliti natura seriei urmatoare:∑∞n=1
 (ne
 )n · 1n!.
 R: Deoarece
 an+1
 an=
 (1 + 1
 n
 )ne
 >
 (1 + 1
 n
 )n(1 + 1
 n
 )n+1 =n
 n+ 1=
 1n+11n
 ,
 notand cu bn := 1n, rezulta ca seria data este divergenta.
 (5) Folosind al treilea criteriu de comparatie, stabiliti natura seriilor urmatoare:a)∑∞
 n=11
 n n√n;
 b)∑∞
 n=1 sin2002 π
 2n.
 R: a) Avem
 limn→∞
 1n n√n
 1n
 = 1
 si cum∑∞
 n=11neste divergenta, rezulta ca seria data este divergenta.
 b) Avem
 limn→∞
 sin2002 π2n(
 π2n
 )2002 = 1,
 si cum∑∞
 n=1
 (π2n
 )2002=(π2
 )2002 ·∑∞n=1
 1n2002 este o serie armonica general-
 izata convergenta, rezulta ca seria data este convergenta.
 (6) Folosind criteriul lui Leibniz, stabiliti natura seriei urmatoare:∑∞
 n=1(−1)n
 3√n.
 R: Deoarece 13√n ↘ 0, rezulta ca seria alternata data este convergenta.
 (7) Folosind criteriul raportului, stabiliti natura seriilor urmatoare:a)∑∞
 n=0n
 (n+1)!;
 b)∑∞
 n=1(n!)3
 (3n)!;
 c)∑∞
 n=1an√n!, a > 0;
 d)∑∞
 n=1(an)n
 n!, a > 0.
 R: a) Avem
 limn→∞
 an+1
 an= lim
 n→∞
 n+1(n+2)!
 n(n+1)!
 = limn→∞
 n+ 1
 n (n+ 2)= 0 < 1,
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 deci seria data este convergenta.b) Avem
 limn→∞
 an+1
 an= lim
 n→∞
 ((n+!)!)3
 (3(n+1))!
 (n!)3
 (3n)!
 = limn→∞
 (n+ 1)3
 (3n+ 1) (3n+ 2) (3n+ 3)=
 =1
 9< 1,
 deci seria data este convergenta.c) Avem
 limn→∞
 an+1
 an= lim
 n→∞
 an+1√(n+1)!
 an√n!
 = limn→∞
 a√n+ 1
 = 0 < 1,
 deci seria data este convergenta.d) Avem
 limn→∞
 an+1
 an= lim
 n→∞
 (a(n+1))n+1
 (n+1)!
 (an)n
 n!
 = limn→∞
 a
 (1 +
 1
 n
 )n= a · e,
 deci seria data este convergenta pentru a < 1esi este divergenta pentru
 a > 1e; pentru cazul a = 1
 e, seria este divergenta, conform exercitiului 4.
 (8) Folosind criteriul radacinii, stabiliti natura seriilor urmatoare:a)∑∞
 n=01
 (n+1)n;
 b)∑∞
 n=1
 (1+ 1n)
 n3
 3n;
 c)∑∞
 n=1 an(1 + 1
 n
 )n, a > 0.
 R: a) Avem
 limn→∞
 n√an = lim
 n→∞n
 √1
 (n+ 1)n= lim
 n→∞
 1
 n+ 1= 0 < 1,
 deci seria data este convergenta.b) Avem
 limn→∞
 n√an = lim
 n→∞
 n
 √(1 + 1
 n
 )n3
 3n= lim
 n→∞
 (1 + 1
 n
 )n2
 3=e3
 3> 1,
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 deci seria data este divergenta.b) Avem
 limn→∞
 n√an = lim
 n→∞n
 √an(1 +
 1
 n
 )n= lim
 n→∞a
 (1 +
 1
 n
 )= a,
 deci seria data este convergenta pentru a < 1 si divergenta pentru a > 1;pentru a = 1, obtinem seria
 ∑∞n=1
 (1 + 1
 n
 )n, al carei termen general fiind(
 1 + 1n
 )n, convergent la e = 0, va fi divergenta.
 (9) Folosind criteriul Raabe-Duhamel, stabiliti natura seriei urmatoare: 1 +∑∞n=1
 12n+1
 · (2n−1)!!(2n)!!
 .
 R: Deoarece
 limn→∞
 an+1
 an= lim
 n→∞
 12n+3
 · (2n+1)!!(2n+2)!!
 12n+1
 · (2n−1)!!(2n)!!
 = limn→∞
 (2n+ 1
 2n+ 3· 2n+ 1
 2n+ 2
 )= 1,
 nu putem decide natura seriei, folosind criteriul raportului. Evaluam, ınacest caz, limita din criteriul Raabe-Duhamel:
 limn→∞
 n
 (anan+1
 − 1
 )= lim
 n→∞n
 ((2n+ 2) (2n+ 3)
 (2n+ 1)2− 1
 )=
 3
 2> 1,
 deci seria data va fi convergenta.(10) Folosind criteriul lui Abel stabiliti natura seriei urmatoare: 1 +
 ∑∞n=1
 cosnxnp ,
 x ∈ (0, π).R: Sirul
 xn = sinnx, n ∈ N∗
 are sirul sumelor partiale,
 n∑k=1
 xk = sinx+ sin 2x+ ...+ sinnx
 marginit; ıntr-adevar, notand
 S1n = cosx+ cos 2x+ ...+ cosnx,
 S2n = sinx+ sin 2x+ ...+ sinnx,
 avem, folosind rezultatul stabilit ın cadrul exemplului de la criteriului luiAbel,
 |S1n| =∣∣∣∣cos nx2cos x
 2
 cos(x− nx
 2+x
 2
 )∣∣∣∣ ≤ 1∣∣cos x2
 ∣∣ .
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 De asemenea,
 an =1
 np, n ∈ N∗
 este un sir descrescator la 0. Rezulta ca seria data este convergenta.
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CAPITOLUL 4
 Limite de functii
 4.1. Definitii si notatii
 Consideram functia f : D → R si a ∈ D un punct de acumulare al lui D. Scopulacestui capitol este studiul comportarii valorilor functiei f cand x ∈ D se apropieoricat de punctul a.
 Sa observam acest fapt pe doua exemple.1. Fie f : R → R, f (x) = x2 + 1.Observam ca pentru x = 0, f (0) = 1, pentru x = 1
 3, f(13
 )= 10
 9, pentru x = 1
 2,
 f(12
 )= 5
 4, pentru x = 9
 10, f(
 910
 )= 181
 100; deci, atunci cand x se apropie de a, f (x) se
 apropie de 2. Vom spune ca limita lui f ın punctul 1 este 2 si vom scrie acest lucru,limx→1
 f (x) = 2.
 2. Fie f : [−1,+∞) → R, f (x) =
 2x− 1, daca x ∈ [−1, 1)x− 1, daca x ∈ [1, 2)3, daca x = 21, daca x ∈ (2,+∞)
 .
 Observam ca, atunci cand x se apropie de −1, f (x) se apropie de −3. Vom spuneca limita lui f ın punctul −1 este −3 si vom scrie acest lucru, lim
 x→−1f (x) = −3.
 De asemenea, daca x se apropie de 1 cu valori mai mici decat 1, atunci f (x)se apropie de 1; daca x se apropie de 1 cu valori mai mari decat 1, atunci f (x) seapropie de 0. Vom spune ın aceasta situatie ca f nu are limita ın punctul 1, dar arelimite laterale ın acest punct, si anume limita la stanga este 1, iar limita la dreaptaeste 0.
 Iar daca x se apropie de 2 (cu valori mai mari sau mai mici), atunci f (x) se apropiede 1, deci vom spune ca limita lui f ın punctul 1 este 2 si vom scrie lim
 x→1f (x) = 2.
 Aceste exemple ne conduc la urmatoarele definitii.Definitie 4.1.1 (cu vecinatati). Spunem ca functia f : D → R are limita
 l ∈ R ın punctul a de acumulare al lui D, daca oricare ar fi o vecinatate V ∈ V (l),exista o vecinatate U ∈ V (a) astfel ıncat oricare ar fi x ∈ D ∩ (U\ {a}) sa rezultef (x) ∈ V. Notam acest fapt lim
 x→af (x) = l.
 De exemplu, sa aratam ca
 71
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 1. limx→1
 (x2 − 3) = −2. Fie V = (−2− ϵ,−2 + ϵ) ∈ V (1) , cu ϵ > 0, o vecinatate
 a lui −2. Atunci relatia f (x) ∈ V este echivalenta cu
 x2 − 3 ∈ (−2− ϵ,−2 + ϵ)
 sau
 1− ϵ < x2 < 1 + ϵ.
 Daca ϵ ≥ 1, alegem U =(0,√1 + ϵ
 )∈ V (1), iar pentru ϵ < 1, alegem U =(√
 1− ϵ,√1 + ϵ
 )∈ V (1) ; rezulta ca daca x ∈ U\ {1}, atunci f (x) ∈ V.
 2. limx→+∞
 x2= +∞. Fie V = (ϵ,+∞) ∈ V (+∞), cu ϵ > 0, o vecinatate a lui
 +∞. Atunci relatia f (x) ∈ V ınseamna x2> ϵ si, alegand U = (2ϵ,+∞) ∈ V (+∞),
 rezulta ca daca x ∈ U, avem f (x) ∈ V.3. lim
 x→+∞1x= 0. Fie V = (−ϵ, ϵ) ∈ V (0), cu ϵ > 0, o vecinatate a lui 0. Atunci
 relatia f (x) ∈ V ınseamna −ϵ < 1x< ϵ si, alegand U =
 (1ϵ,+∞
 )∈ V (+∞), rezulta
 ca daca x ∈ U, avem f (x) ∈ V.
 In continuare prezentam alte doua definitii, echivalente cu cea precedenta.Definitie 4.1.2 (cu siruri). Spunem ca functia f : D → R are limita l ∈ R
 ın punctul a de acumulare al lui D, daca oricare ar fi sirul xn cu xn ∈ D\ {a} silimn→∞
 xn = a, rezulta ca exista limn→∞
 f (xn) = l.
 Definitie 4.1.3 (cu ϵ si δ). Spunem ca functia f : D → R are limita l ∈ R ınpunctul a de acumulare al lui D, daca oricare ar fi sirul ϵ > 0, exista δ > 0, astfelıncat oricare x ∈ D\ {a}, cu |x− a| < δ, sa avem |f (x)− l| < ϵ.
 De exemplu, sa aratam, folosind definitia cu siruri, ca limx→4
 x2 = 16. Fie (xn)n∈N
 oarecare convergent la 4, xn = 4, n ∈ N. Atunci f (xn) = x2n → 16.Din definitia 4.1.2 rezulta ca pentru a demonstra ca o functie f nu are limita
 ın punctul a ∈ D′ este suficient sa aratam ca fie exista doua siruri xn, yn din D,convergente la a, pentru care lim
 n→∞f (xn) si lim
 n→∞f (yn) exista si sunt diferite, fie
 exista un sir xn din D\ {a}, convergent la a, pentru care nu exista limn→∞
 f (xn) .
 De exemplu, sa aratam ca nu exista limx→1
 f (x) , unde
 f : R → R, f (x) ={x2 + 1, daca x ∈ Qx3 − 1, daca x ∈ R\Q .
 Intr-adevar, fie (xn)n∈N ⊂ Q oarecare, xn → 1, cu xn = 1, n ∈ N. Atuncif (xn) = x2n + 1 → 2. Fie acum alt sir (yn)n∈N ⊂ R\Q oarecare, yn → 1, cu yn = 1,n ∈ N. Atunci f (yn) = y3n − 1 → 0. Rezulta ca nu exista lim
 x→1f (x) .
 Observatie 4.1.1. Daca o functie f are limita ın punctul a, atunci limita esteunica.
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 4.2. Limite laterale
 Definitie 4.2.1. Fie f : D → R si a ∈ R un punct de acumulare pentru multimeaDs := {x ∈ D| x < a} . Spunem ca functia f : D → R are limita ls ∈ R la stangaın punctul a, daca restrictia lui f la multimea Ds are limita ls ın punctul a. Notamacest fapt lim
 x→ax<a
 f (x) = limx↗a
 f (x) = f (a− 0) = fs (a) = ls.
 Prin similaritate cu definitia 4.2.1 se defineste limita la dreapta ın punctul a, carese noteaza lim
 x→ax>a
 f (x) = limx↘a
 f (x) = f (a+ 0) = fd (a) = ld.
 Folosind limbajul cu vecinatati, respectiv siruri, definitia 4.2.1 se scrie:1. lim
 x→ax<a
 f (x) = ls daca si numai daca (∀) V ∈ V (ls), (∃) U ∈ V (a) astfel ıncat
 (∀) x < a si x ∈ D ∩ (U\ {a}), sa avem f (x) ∈ V.2. lim
 x→ax<a
 f (x) = ls daca si numai daca (∀) (xn)n∈N ⊂ D si xn < a, n ∈ N, xn → a,
 sa avem f (xn) → ls.De exemplu, fie functia f : R → R,
 f (x) =
 {x− 1, daca x ≤ 30, daca x > 3
 si consideram problema existentei limitelor laterale ın punctul 3.Fie V = (2− ϵ, 2 + ϵ) ∈ V (2) , cu ϵ > 0 o vecinatate a lui 2. Atunci exista
 U = (3− ϵ, 3 + ϵ) ∈ V (3) astfel ıncat daca x ∈ U si x < 3, avem f (x) = x− 1 ∈ V.Fie V = (−ϵ, ϵ) ∈ V (0) , cu ϵ > 0 o vecinatate a lui 0. Atunci exista U =
 (3− ϵ, 3 + ϵ) ∈ V (3) astfel ıncat daca x ∈ U si x > 3, avem f (x) = 0 ∈ V.Mai simplu pare a fi justificarea cu siruri.Fie (xn)n∈N cu xn → 3, xn < 3. Atunci f (xn) = xn − 1 → 2. Pe de alta parte,
 considerand (yn)n∈N cu xn → 3, xn > 3, atunci f (xn) = 0 → 0.Concluzia este ca f (3− 0) = 2 si f (3 + 0) = 0.Observatie 4.2.1. Daca f : (a, b] → R si daca exista lim
 x→ax>a
 f (x), atunci vom
 considera ca limx→a
 f (x) = limx→ax>a
 f (x) . In mod analog, daca f : [a, b) → R si daca exista
 limx→bx>b
 f (x), atunci vom considera ca limx→b
 f (x) = limx→bx<b
 f (x) .
 Propozitie 4.2.1. Functia f : D → R are limita ın punctul a ∈ D′ daca sinumai daca f are limite laterale egale ın punctul a.
 De exemplu, sa rezolvam problema existentei limitelor laterale ale functiilorurmatoare ın punctele specificate.
 1. f : R → R, f (x) ={x3 − 2x2 + x, daca x < 0x+ 2, daca x ≥ 0
 , a = 0.

Page 74
                        

74 4. LIMITE DE FUNCTII
 Fie (xn)n∈N convergent la 0, xn < 0, n ∈ N. Atunci, f (xn) = x3n− 2x2n+ xn → 0,deci fs (0) = 0; daca vom considera (yn)n∈N convergent la 0, yn > 0, n ∈ N, atunci,f (yn) = yn + 2 → 2, deci fd (0) = 2. Prin urmare, f nu are limita ın punctul0,deoarece fs (0) = fd (0) .
 2. f : R∗ → R, f (x) = 1x, x ∈ R∗, a = 0.
 Fie (xn)n∈N convergent la 0, xn < 0, n ∈ N. Atunci, f (xn) = 1xn
 → −∞, deci
 fs (0) = −∞; daca vom considera (yn)n∈N convergent la 0, yn > 0, n ∈ N, atunci,f (yn) =
 1yn
 → +∞, deci fd (0) = +∞. Prin urmare, f nu are limita ın punctul 0,
 deoarece fs (0) = fd (0) .Definitie 4.2.2. Daca limitele laterale ale functiei f ın punctul a exista, sunt
 finite si fs (a) = fd (a), atunci diferenta Sf,a := fd (a) − fs (a) se numeste saltulfunctiei f ın punctul a.
 De exemplu, daca f (x) = x+2x+7
 , a = 3, atunci Sf,3 =58− 5
 8= 0; iar daca f (x) ={
 x+ 1, daca x < 3x2, daca x ≥ 3
 , a = 3, atunci Sf,3 = 9− 4 = 5.
 Teorema 4.2.1 (Trecerea la limita ın inegalitati). Daca f, g : D → R au limitaın a ∈ D′ si pentru o vecinatate U a lui a avem f (x) ≤ g (x) , x ∈ D ∩ (U\ {a}) ,atunci lim
 x→af (x) ≤ lim
 x→ag (x) .
 4.3. Operatii cu functii cu limita ıntr-un punct
 Teorema 4.3.1. Daca functiile f, g : D → R au respectiv limitele l1 si l2 ınpunctul a ∈ D′ si daca l1+ l2, respectiv l1− l2 are sens, atunci functia f+g : D → R,respectiv f − g : D → R are limita ın punctul a si
 limx→a
 (f + g) (x) = limx→a
 [f (x) + g (x)] = limx→a
 f (x) + limx→a
 g (x) = l1 + l2,
 respectiv
 limx→a
 (f − g) (x) = limx→a
 [f (x)− g (x)] = limx→a
 f (x)− limx→a
 g (x) = l1 − l2.
 De exemplu, limx→3
 (x3 + 3) = limx→3
 x3 + limx→3
 3 = 27 + 3 = 30.
 Rezultatul teoremei 4.3.1 se poate generaliza pentru n functii f1, f2, ..., fn culimitele respectiv l1, l2, ..., ln ın punctul a, obtinand
 limx→a
 (f1 + f2 + ...+ fn) (x) = limx→a
 f1 (x) + limx→a
 f2 (x) + ...+ limx→a
 fn (x) =
 = l1 + l2 + ...+ ln.
 Teorema 4.3.2. Daca functiile f, g : D → R au respectiv limitele l1 si l2 ınpunctul a ∈ D′ si daca l1 · l2 are sens, atunci functia f · g : D → R are limita ın
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 punctul a si
 limx→a
 (f · g) (x) = limx→a
 [f (x) · g (x)] = limx→a
 f (x) · limx→a
 g (x) = l1 · l2.
 Rezultatul teoremei 4.3.2 se poate generaliza pentru n functii f1, f2, ..., fn culimitele l1, l2, ..., ln ın punctul a, obtinand
 limx→a
 (f1 · f2 · ... · fn) (x) = limx→a
 f1 (x) · limx→a
 f2 (x) · ... · limx→a
 fn (x) =
 = l1 · l2 · ... · ln.
 Rezulta, ın particular, pentru f = g, ca limx→a
 f (x)n =[limx→a
 f (x)]n.
 Teorema 4.3.3. Daca functiile f, g : D → R au respectiv limitele l1 si l2ın punctul a ∈ D′ si daca l2 = 0, pentru o vecinatate U a lui a avem g (x) = 0,x ∈ D ∩ (U\ {a}) si l1
 l2are sens, atunci functia f
 g: D → R are limita ın punctul a si
 limx→a
 (f
 g
 )(x) = lim
 x→a
 f (x)
 g (x)=
 limx→a
 f (x)
 limx→a
 g (x)=l1l2.
 Teorema 4.3.4. Daca functiile f, g : D → R au respectiv limitele l1 si l2ın punctul a ∈ D′ si daca ll21 are sens, iar pentru o vecinatate U a lui a are sens
 f (x)g(x) , x ∈ D ∩ (U\ {a}), atunci functia f g : D → R are limita ın punctul a si
 limx→a
 (f g) (x) = limx→a
 f (x)g(x) = limx→a
 f (x)limx→a
 g(x)= ll21 .
 De exemplu,
 limx→0
 x (x3 + 1) (x− 1) = limx→0
 x · limx→0
 (x3 + 1) · limx→0
 (x− 1) = 0,
 limx→1
 x3−2x+2
 =limx→1
 (x3−2)limx→1
 (x+2)= −1
 3,
 limx→1x>1
 e1
 1−x2 =
 (limx→1x>1
 e
 ) limx→1x>1
 11−x2
 = e−∞ = 0.
 4.4. Teoreme de existenta a limitelor de functii
 Teorema 4.4.1. Daca functiile f, g, h : D → R, a ∈ D′, satisfac conditiile:a) lim
 x→af (x) = lim
 x→ag (x) = l;
 b) pentru o vecinatate U a lui a, f (x) ≤ h (x) ≤ g (x) , x ∈ D ∩ (U\ {a}),atunci h are limita ın punctul a si lim
 x→ah (x) = l.
 De exemplu, limx→0
 x cos 1x= 0, deoarece −x ≤ x cos 1
 x≤ x, x = 0 si lim
 x→0(−x) =
 limx→0
 x = 0.
 Teorema 4.4.2. Daca functiile f, g : D → R, a ∈ D′, satisfac conditiile:
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 a) limx→a
 f (x) = +∞;
 b) pentru o vecinatate U a lui a, f (x) ≤ g (x) , x ∈ D ∩ (U\ {a}),atunci g are limita ın punctul a si lim
 x→ag (x) = +∞.
 De exemplu, limx→∞
 (x2 + sin 1
 x+ 1
 x
 )= +∞, deoarece x2+sin 1
 x+ 1
 x≥ x2−1, x = 0
 si limx→∞
 (x2 − 1) = +∞.
 Teorema 4.4.3. Daca functiile f, g : D → R, a ∈ D′, satisfac conditiile:a) lim
 x→af (x) = −∞;
 b) pentru o vecinatate U a lui a, g (x) ≤ f (x) , x ∈ D ∩ (U\ {a}),atunci g are limita ın punctul a si lim
 x→ag (x) = −∞.
 De exemplu, limx→∞
 (−x2 + sin 1
 x
 )= −∞, deoarece −x2 + sin 1
 x+ 1
 x≤ −x2 + 1,
 x = 0 si limx→∞
 (−x2 + 1) = −∞.
 Teorema 4.4.4. Daca functiile f, g : D → R, a ∈ D′, satisfac conditiile:a) lim
 x→ag (x) = 0;
 b) pentru o vecinatate U a lui a, |f (x)− l| ≤ g (x) , x ∈ D ∩ (U\ {a}),atunci f are limita ın punctul a si lim
 x→af (x) = l.
 De exemplu, limx→+∞
 sin 1x= 0, deoarece
 ∣∣sin 1x
 ∣∣ ≤ 1x, x = 0 si lim
 x→+∞1x= 0.
 Teorema 4.4.5. Daca functia f : D → R, a ∈ D′, admite limx→a
 f (x) = l, atunci
 |f | are limita ın punctul a si limx→a
 |f (x)| = |l| .Este foarte usor de dedus ca reciproca ramane adevarata doar ın cazul ın care
 l = 0.Teorema 4.4.6. Daca functiile f, g : D → R, a ∈ D′, satisfac conditiile:a) lim
 x→af (x) = 0;
 b) pe o vecinatate a lui a, g este marginita,atunci lim
 x→a[f (x) · g (x)] = 0.
 De exemplu, limx→0
 x sin 1x= 0, deoarece
 ∣∣sin 1x
 ∣∣ ≤ 1, x = 0 si limx→0
 x = 0.
 Teorema 4.4.7 (limita compunerii). Daca functiile φ : A → D, f : D → R,a ∈ A′, satisfac conditiile:
 a) limx→a
 φ (x) = y0 si pe o vecinatate a lui a, φ (x) = y0;
 b) exista limy→y0
 f (y) = l,
 atunci f ◦ φ are limita ın punctul a si limx→a
 (f ◦ φ) (x) = l.
 De exemplu, limx→+∞
 (sin 1
 x+ 2)3
 = limy→2
 y3 = 8, cu φ : R∗ → R, φ (x) = sin 1x+ 2,
 f : R → R, f (y) = y3, y0 = 2.
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 4.5. Limitele functiilor elementare
 1. limx→a
 α = α, (∀) a ∈ R;2. lim
 x→axα = aα, (∀) a ∈ R+ si lim
 x→+∞xα = +∞;
 3. limx→a
 xk = ak, (∀) a ∈ R si k ∈ N∗;
 4. limx→a
 1xk
 = 1ak, (∀) a ∈ R∗ si k ∈ N∗; lim
 x→±∞1xk
 = 0, (∀) k ∈ N∗;
 5. limx→a
 2k√x = 2k
 √a, (∀) a ∈ R+; lim
 x→+∞2k√x = +∞; lim
 x→a
 2k+1√x = 2k+1
 √a, (∀) a ∈ R;
 limx→±∞
 2k+1√x = ±∞;
 6. limx→a
 (a0xn + a1x
 n−1 + ...+ an) = a0an + a1a
 n−1 + ...+ an;
 limx→±∞
 (a0xn + a1x
 n−1 + ...+ an) = (±∞)n a0;
 7. limx→±∞
 a0xn+a1xn−1+...+anb0xm+b1xm−1+...+bm
 =
 a0b0, daca n = m
 a0b0(±∞)n−m , daca n > m
 0, daca n < m
 .
 8. limx→a
 sin x = sin a, a ∈ R, nu exista limx→±∞
 sinx; (de exemplu, daca xn = nπ,
 atunci limn→∞
 sinnπ = 0, iar daca yn = π2+ 2nπ, atunci lim
 n→∞sin(π2+ 2nπ
 )= 1);
 9. limx→a
 cosx = cos a, a ∈ R, nu exista limx→±∞
 cos x;
 10. limx→a
 tg x = tg a, a ∈ R\{π2+ kπ, k ∈ Z
 }; nu exista lim
 x→π2+kπ
 tg x, ınsa exista
 limitele laterale: limx→π
 2+kπ
 x<π2+kπ
 tg x = +∞, limx→π
 2+kπ
 x>π2+kπ
 tg x = −∞;
 11. limx→a
 ctg x = ctg a, a ∈ R\ {kπ, k ∈ Z}; nu exista limx→kπ
 ctg x, ınsa exista
 limitele laterale: limx→kπx<kπ
 ctg x = −∞, limx→kπx>kπ
 ctg x = +∞;
 12. limx→a
 arcsin x = arcsin a, a ∈ [−1, 1];
 13. limx→a
 arccos x = arccos a, a ∈ [−1, 1];
 14. limx→a
 arctg x = arctg a, a ∈ R; limx→+∞
 arctg x = π2, limx→−∞
 arctg x = −π2;
 15. limx→a
 arcctg x = arcctg a, a ∈ R; limx→+∞
 arcctg x = 0, limx→−∞
 arctg x = −π;
 16. limx→a
 αx = αa, daca a ∈ R, limx→+∞
 αx =
 {+∞, daca α > 10, daca α < 1
 , limx→−∞
 αx ={0, daca α < 1+∞, daca α > 1
 ;
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 17. limx→a
 logα x = logα a, daca a ∈ R∗+, lim
 x→+∞logα x =
 {+∞, daca α > 1−∞, daca α < 1
 ,
 limx→0x>0
 logα x =
 {−∞, daca α > 1+∞, daca α < 1
 .
 4.6. Limite remarcabile
 1. limx→0
 sinxx
 = 1; limx→0
 sinαxβx
 = αβ, β = 0;
 2. limx→a
 φ (x) = 0 =⇒ limx→a
 sinφ(x)φ(x)
 = 1; limx→a
 φ (x) = 0 =⇒ limx→a
 sinαφ(x)βφ(x)
 = αβ, β = 0;
 3. limx→0
 tg xx
 = 1; limx→0
 tg αxβx
 = αβ, β = 0;
 4. limx→±∞
 (1 + 1
 x
 )x= e; lim
 x→0(1 + x)
 1x = e;
 5. limx→a
 φ (x) = ±∞ =⇒ limx→a
 (1 + 1
 φ(x)
 )φ(x)= e;
 6. limx→a
 φ (x) = 0 =⇒ limx→a
 (1 + φ (x))1
 φ(x) = e;
 7. limx→0
 ln(1+x)x
 = 1;
 8. limx→a
 φ (x) = 0 =⇒ limx→a
 ln(1+φ(x))φ(x)
 = 1;
 9. limx→0
 ax−1x
 = ln a, a > 0;
 10. limx→a
 φ (x) = 0 =⇒ limx→a
 aφ(x)−1φ(x)
 = ln a, a > 0;
 11. limx→0
 (1+x)r−1x
 = r, r ∈ R;
 12. limx→a
 φ (x) = 0 =⇒ limx→a
 (1+φ(x))r−1φ(x)
 = r, r ∈ R;13. lim
 x→+∞ax
 xk= +∞, k ∈ N, a > 1;
 14. limx→+∞
 loga xx
 = 0, a > 1;
 15. limx→a
 φ (x) = +∞ =⇒ limx→a
 loga φ(x)φ(x)
 = 0, a > 1.
 4.7. Asimptote
 Definitie 4.7.1. Daca ıntr-un punct a de acumulare al domeniului de definitieal unei functii f , cel putin una din limitele laterale este infinita, atunci dreapta x = ase numeste asimptota verticala la graficul functiei f.
 De exemplu, pentru functia f : R\ {2} → R, f (x) = 1x−2
 , avem
 limx→2x<2
 f (x) = −∞si limx→2x>2
 f (x) = +∞,
 deci dreapta x = 2 este asimptota verticala (la stanga si la dreapta) la grafic.
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 Observatie 4.7.1.Punctele a pentru care dreapta x = a este asimptota verticalala graficul functiei f se cauta printre:
 1. punctele de discontinuitate ale functiei f ;2. punctele ce nu sunt ın domeniul de definitie, dar care sunt puncte de acumulare
 ale domeniului de definitie al functiei f .Definitie 4.7.2. Dreapta y = k se numeste asimptota orizontala la graficul
 functiei f , daca +∞ sau −∞ este punct de acumulare al domeniului si distantadintre grafic si dreapta, masurata pe verticala tinde la 0 cand x→ ±∞, adica
 limx→±∞
 [f (x)− k] = 0 ⇐⇒ k = limx→±∞
 f (x) .
 De exemplu, pentru functia f : R\ {1} → R, f (x) = x+1x−1
 , avem
 limx→+∞
 f (x) = 1,
 deci dreapta y = 1 este asimptota orizontala la +∞ la grafic si
 limx→−∞
 f (x) = 1,
 deci dreapta y = 1 este asimptota orizontala si la −∞ la grafic.Definitie 4.7.3. Dreapta y = mx+ n se numeste asimptota oblica la graficul
 functiei f , daca +∞ sau −∞ este punct de acumulare al domeniului si distantadintre grafic si dreapta, masurata pe verticala tinde la 0 cand x→ ±∞, adica
 limx→±∞
 [f (x)− (mx+ n)] = 0 ⇐⇒ n = limx→±∞
 [f (x)−mx] ;
 m = limx→±∞
 f (x)
 x.
 De exemplu, pentru functia f : R\ {0} → R, f (x) = x2−1x
 , avem
 limx→0x<0
 f (x) = +∞, limx→0x>0
 f (x) = −∞,
 deci dreapta x = 0 este asimptota verticala (la stanga si la dreapta); cum
 limx→+∞
 f (x) = −∞, limx→−∞
 f (x) = +∞,
 rezulta ca nu exista asimptote orizontale.Dar din
 m = limx→±∞
 f (x)
 x= 1 si n = lim
 x→±∞[f (x)−mx] = 0
 rezulta ca dreapta y = x este asimptota oblica la +∞ si la −∞ la grafic.
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 4.8. Exercitii
 (1) Fie f (x) =
 3x− 1, daca x < 00, daca x = 02x+ 5, daca x > 0
 .
 a) Construiti graficul lui f ;b) Calculati lim
 x→1f (x) ; lim
 x→−3f (x) ; lim
 x→0x>0
 f (x) ; limx→0x<0
 f (x) ; limx→0
 f (x) .
 R: b) 7; −10; 5; −1; nu exista.(2) Calculati lim
 x→0x2 cos 1
 x.
 R: Avem
 limx→0
 x2 = 0 si
 ∣∣∣∣cos 1x∣∣∣∣ ≤ 1,
 deci
 limx→0
 x2 cos1
 x= 0.
 (3) Calculati limitele urmatoare:
 a) limx→2
 f (x) , unde f (x) =
 {x2, daca x = 20, daca x = 2
 ; R: 4.
 b) limx→1
 2x4−6x3+x2+3x−1
 ; R: −8.
 c) limx→3x>3
 f (x) si limx→3x<3
 f (x) , unde f (x) =
 { |x−3|x−3
 , daca x = 30, daca x = 3
 ;
 R: 1; -1.d) lim
 x→0x>0
 2
 1+e−1x; R: 2.
 e) limx→0x<0
 2
 1+e−1x; R: 0.
 f) limx→0x>0
 sinx√x;
 R: Avem o nederminare de tipul 00. Obtinem
 limx→0x>0
 sin x√x
 = limx→0x>0
 (sin x
 x·√x
 )= 0.
 g) limx→ 1
 2
 [2x2−1
 (3x+2)(5x−3)− 2−3x
 x2−5x+3
 ];
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 R: Avem
 limx→ 1
 2
 [2x2 − 1
 (3x+ 2) (5x− 3)− 2− 3x
 x2 − 5x+ 3
 ]= lim
 x→ 12
 2x2 − 1
 (3x+ 2) (5x− 3)− lim
 x→ 12
 2− 3x
 x2 − 5x+ 3=
 =−1
 272·(−1
 2
 ) − 1234
 =2
 7− 2
 3= − 8
 21.
 h) limx→+∞
 (3x−1)(2x+3)(4x+5)(5x−3)
 ;
 R: Avem o nedeterminare de tipul ∞∞ ,
 limx→+∞
 (3x− 1) (2x+ 3)
 (4x+ 5) (5x− 3)= lim
 x→+∞
 x2(3− 1
 x
 ) (2x+ 3
 x
 )x2(4x+ 5
 x
 ) (5x− 3
 x
 ) =3
 10.
 i) limx→1
 1x−1
 (1
 x+3− 2
 3x+5
 );
 R: Avem o nedeterminare de tipul ∞ · 0. Efectuand calculele, gasim
 limx→1
 1
 x− 1
 (1
 x+ 3− 2
 3x+ 5
 )= lim
 x→1
 1
 x− 1
 (3x+ 5− 2x− 6
 (x+ 3) (3x+ 5)
 )=
 = limx→1
 1
 x− 1· x− 1
 (x+ 3) (3x+ 5)=
 = limx→1
 1
 (x+ 3) (3x+ 5)=
 1
 32.
 j) limx→0
 √9+x−3x
 ;
 R: Avem o nedeterminarede tipul 00. Obtinem succesiv,
 limx→0
 √9 + x− 3
 x= lim
 x→0
 (√9 + x− 3
 ) (√9 + x+ 3
 )x(√
 9 + x+ 3) =
 = limx→0
 9 + x− 9
 x(√
 9 + x+ 3) = lim
 x→0
 x
 x(√
 9 + x+ 3) =
 = limx→0
 1√9 + x+ 3
 =1
 6.
 k) limx→0
 3√8+x−2x
 ;
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 R: Avem o nedeterminarede tipul 00. Obtinem succesiv,
 limx→0
 3√8 + x− 2
 x= lim
 x→0
 (3√8 + x− 2
 )(3
 √(8 + x)2 + 2 3
 √8 + x+ 4
 )x
 (3
 √(8 + x)2 + 2 3
 √8 + x+ 4
 ) =
 = limx→0
 8 + x− 8
 x
 (3
 √(8 + x)2 + 2 3
 √8 + x+ 4
 ) =
 = limx→0
 1
 3
 √(8 + x)2 + 2 3
 √8 + x+ 4
 =
 =1
 3√64 + 2 3
 √8 + 4
 =1
 12.
 l) limx→0
 sin 3xx
 ;
 R: 3.m) lim
 x→0
 1−cosxx2
 ;
 R: Avem o nedeterminare de tipul 00. Obtinem
 limx→0
 1− cosx
 x2= lim
 x→0
 2 sin2 x2
 x2= lim
 x→0
 1
 2
 (sin x
 2x2
 )2
 =1
 2.
 n) limx→0
 6x−sin 2x2x+3 sin 4x
 ;
 R: Avem o nedeterminare de tipul 00. Pentru aceasta,
 limx→0
 6x− sin 2x
 2x+ 3 sin 4x= lim
 x→0
 x(6− sin 2x
 x
 )x(2 + 3 sin 4x
 x
 ) =6− 2
 2 + 3 · 4=
 2
 7.
 o) limx→0
 1−2 cosx+cos 2xx2
 ;
 R: Avem o nedeterminare de tipul 00. Folosind calculul trigonometric, avem
 limx→0
 1− 2 cos x+ cos 2x
 x2= lim
 x→0
 (1− cos x
 x2+
 cos 2x− cos x
 x2
 )=
 = limx→0
 (2 sin2 x
 2
 x2+
 −2 sin x2sin 3x
 2
 x2
 )=
 =1
 2− 2 · 1
 2· 32= −1.
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 p) limx→1
 3 sinπx−sin 3πxx3
 ;
 R: Avem o nedeterminare de tipul 00. Folosind formulele de calcul trigono-
 metric, obtinem
 limx→1
 3 sin πx− sin 3πx
 x3= lim
 x→1
 3 sin πx− 3 sin πx+ 4 sin3 πx
 x3=
 = limx→1
 4
 (sinπx
 x
 )3
 = 4π3.
 q) limx→0
 e−ax−e−bx
 x;
 R: Avem o nederminare de tipul 00. Adunand si scazand la numarator 1,
 obtinem
 limx→0
 e−ax − e−bx
 x= lim
 x→0
 (e−ax − 1
 x− e−bx − 1
 x
 )=
 = limx→0
 (−ae
 −ax − 1
 −ax+ b
 e−bx − 1
 −bx
 )=
 = b− a.
 r) limx→0
 ax−bxx
 , a, b > 0;
 R: Avem o nederminare de tipul 00. Adunand si scazand la numarator 1,
 obtinem
 limx→0
 ax − bx
 x= lim
 x→0
 (ax − 1
 x− bx − 1
 x
 )= ln a− ln b =
 lnb
 a.
 s) limx→∞
 (√x2 + 1− x
 );
 R: Avem o nedeterminare de tipul ∞ − ∞. Amplificand cu conjugata lui√x2 + 1− x, gasim
 limx→∞
 (√x2 + 1− x
 )= lim
 x→∞
 (√x2 + 1− x
 ) (√x2 + 1 + x
 )√x2 + 1 + x
 =
 = limx→∞
 x2 + 1− x2√x2 + 1 + x
 = limx→∞
 1
 x(√
 1 + 1x2
 + 1) =
 = 0.
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 t) limx→∞
 (3√x3 + 1− x
 ).
 R: Avem o nedeterminare de tipul ∞ − ∞. Amplificand cu conjugata lui3√x3 + 1− x, gasim
 limx→∞
 (3√x3 + 1− x
 )= lim
 x→∞
 1
 3
 √(x3 + 1)2 + 3
 √x3 + 1x+ x2
 =
 = limx→∞
 1
 x2(
 3
 √(1 + 1
 x3
 )2+ 3
 √1 + 1
 x3+ 1
 ) =
 = 0.
 (4) Sa se arate ca limx→∞
 x1x = 1.
 R: Avem o nedeterminare de tipul ∞0. Pentru aceasta scriem functia x1x =
 elnx1x si gasim
 limx→∞
 x1x = lim
 x→∞elnx
 1x = lim
 x→∞e
 ln xx = e0 = 1.
 Din aceasta limita deducem, considerand sirul xn = n→ ∞, relatia
 limn→∞
 n√n = 1.
 (5) Determinati asimptotele la graficele functiilor urmatoare:a) f (x) = ln (x2 − 1) ;
 b) f (x) =√
 x−1x+1
 ;
 c) f (x) = e1x .
 R: a) x = −1 este asimptota verticala la stanga si la dreapta, nu existaasimptote orizontale si nici asimptote oblice.b) x = −1 este asimptota verticala la stanga, y = 1 este asimptota orizon-tala la +∞ si la −∞, nu exista asimptote oblice.c) x = 0 este asimptota verticala la dreapta, y = 1 este asimptota orizontalala +∞ si la −∞, nu exista asimptote oblice.
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CAPITOLUL 5
 Continuitate
 5.1. Definitii si notatii
 Consideram o functie f : D → R si a ∈ D arbitrar. Scopul acestui capitol estestudiul comportarii valorilor functiei f pentru puncte x ∈ D oricat de apropiate dea, ın comparatie cu valoarea functiei ın punctul a, adica f (a) .
 Sa observam acest fapt pe un exemplu.1. Fie a1 < a2 < a3 < a4 < a5 < a6 < a7 ∈ R si functia f : [a1, a5) ∪ (a5, a6) ∪
 {a7} → R.Observam ca a7 este punct izolat al domeniului de definitie si orice punct din
 intervalul [a1, a6] este punct de acumulare al lui D.Daca x se apropie de a1 (singura posibilitate fiind cu valori mai mari), atunci
 f (x) se apropie de valoarea f (a1) ; vom spune ın acest caz ca f este continua ınpunctul a1.
 Daca x se apropie de a2, atunci f (x) se apropie de valoarea f (a2) ; vom spuneın acest caz ca f este continua ın punctul a2.
 Daca x se apropie de a3 cu valori mai mici si apoi cu valori mai mari, functia f seapropie de doua valori distincte. Numai ın cazul cand x↘ a3, atunci f (x) se apropiede f (a3) . Spunem ın acest caz ca functia f nu este continua (este discontinua) ınpunctul a3, dar este continua la dreapta ın punctul a3.
 In cazul punctului a4, observam ca fs (a4) = fd (a4), ınsa fs (a4) = fd (a4) =f (a4). Spunem ın acest caz ca functia f este discontinua ın punctul a4.
 In punctele a5, a6 problema continuitatii nu se pune, deoarece a5 nu este punctal lui D; iar ın punctul izolat a7 functia f este continua.
 Aceste exemple ne conduc la urmatoarele definitii (ın care primele patru suntechivalente).
 Definitie 5.1.1. Fie functia f : D → R si a ∈ D. Spunem ca functia feste continua ın punctul a daca oricare ar fi V o vecinatate a lui f (a), exista ovecinatate U a lui a, astfel ıncat pentru orice x ∈ D ∩ U , sa avem f (x) ∈ V.
 Definitie 5.1.2. Fie functia f : D → R si a ∈ D. Spunem ca functia f estecontinua ın punctul a daca oricare ar fi sirul xn convergent la a, format din puncteale lui D, sirul f (xn) este convergent la f (a) .
 85
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 Definitie 5.1.3. Fie functia f : D → R si a ∈ D. Spunem ca functia f estecontinua ın punctul a daca oricare ar fi oricare ar fi ϵ > 0, exista δ = δ (ϵ) > 0,astfel ıncat oricare ar fi x ∈ D cu |x− a| < δ, sa avem |f (x)− f (a)| < ϵ.
 Definitie 5.1.4. Fie functia f : D → R si a ∈ D. Spunem ca functia f estecontinua ın punctul a daca exista
 limx→a
 f (x) = f (a) ∈ R.
 Definitie 5.1.5. Fie functia f : D → R si A ⊂ D. Spunem ca functia f estecontinua pe multimea A ⊂ D daca este continua ın fiecare punct a al multimiiA.
 Definitie 5.1.6. Fie functia f : D → R. Daca functia f nu este continua ınpunctul a ∈ D, atunci spunem ca ea este discontinua ın punctul a.
 Definitie 5.1.7. Fie functia f : D → R. Daca ıntr-un punct de discontinu-itate exista limite laterale finite, spunem ca punctul este de discontinuitate despeta ıntai; iar daca nu este de discontinuitate de speta ıntai se numeste punct dediscontinuitate de speta a doua.
 Observatie 5.1.1. Intr-un punct a care nu apartine lui D, pro- blema conti-nuitatii nu are sens, functia nefiind nici continua, nici discontinua. In orice punctizolat al domeniului de definitie D, functia este continua.
 Propozitie 5.1.1. Orice functie elementara este continua ın punctele de acu-mulare ale domeniului de definitie.
 De exemplu, fie f : R → R,
 f (x) =
 {x2 − 1, daca x ∈ (−∞, 1)2x, daca x ∈ [1,+∞)
 .
 Restrictiile functiei f la fiecare din intervalele (−∞, 1) si (1,+∞) sunt functiielementare, deci continue. Aceasta ınseamna ca f este continua pe (−∞, 1)∪(1,+∞).Ramane problema continuitatii ın punctul 1.
 Avem
 fs (1) = limx→1x<1
 f (x) = limx→1x<1
 (x2 − 1
 )= 0
 si
 fd (1) = limx→1x>1
 f (x) = limx→1x<1
 (2x) = 2 = f (1) .
 Deoarece fs (1) = fd (1) = f (1), functia f este discontinua ın punctul 1, fiind con-tinua doar la dreapta ın punctul 1. Punctul 1 este ın acest caz punct de discontinu-itate de speta ıntai.
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 5.2. Operatii cu functii continue
 Teorema 5.2.1. Fie f, g : D → R si a ∈ D. Daca functiile f si g sunt continueın a, atunci f + g, kf si f · g sunt continue ın a, iar daca g (x) = 0 pe o vecinatateU a punctului a, atunci si functia f
 geste continua ın punctul a.
 Teorema 5.2.2. Fie f, g : D → R si A ⊂ D. Daca functiile f si g sunt continuepe multimea A, atunci f+g, kf si f ·g sunt continue pe multimea A, iar daca g (x) =0 pe o vecinatate U a multimii A, atunci si functia f
 geste continua pe multimea A.
 Teorema 5.2.3 (Continuitatea compunerii). Fie f : D1 → D2, g : D2 → R sia ∈ D1. Daca functia f este continua ın punctul a ∈ D1, iar functia g este continuaın punctul b = f (a) ∈ D2, atunci functia f ◦ g este continua ın punctul a.
 5.3. Proprietati ale functiilor continue pe un interval
 Teorema 5.3.1 (Weierstrass). Orice functie continua pe un interval compact[a, b] este marginita si ısi atinge marginile.
 De exemplu, considerand functia continua f : [0, 1] → R, f (x) = x2 + x, ea esteo functie marginita si m = inf
 x∈[0,1]f (x) = f (0) = 0, M = sup
 x∈[0,1]f (x) = f (1) = 2.
 Cum punctele 0, 1 ∈ [0, 1], rezulta ca m = minx∈[0,1]
 f (x) si M = maxx∈[0,1]
 f (x) .
 Pe de alta parte, functia f : [0, 1) → R, f (x) = x2+x este continua si marginita,dar m = inf
 x∈[0,1]f (x) = f (0) = 0 este chiar min
 x∈[0,1]f (x) , ın timp ce M = sup
 x∈[0,1]f (x) =
 f (1) = 2 nu este maxx∈[0,1]
 f (x), deoarece 1 /∈ [0, 1). Acest fapt nu contrazice teorema
 5.3.1, pentru ca intervalul [0, 1) nu este compact (ınchis si marginit).
 De asemenea, functia f : [0, 1] → R, f (x) ={x2 + x, daca x ∈ [0, 1)12, daca x = 1
 nu este
 continua si nu are margine superioara.Propozitie 5.3.1. Orice functie f : [0,+∞) → R continua care are lim
 x→∞f (x) =
 l ∈ R este marginita.Proprietatea lui DarbouxDefinitie 5.3.1. Fie I un interval si functia f : I → R. Spunem ca functia
 f are proprietatea lui Darboux pe intervalul I, daca oricare ar fi x1 si x2 ∈ I,cu x1 < x2 si oricare ar fi c cuprins ıntre f (x1) si f (x2) , exista α ∈ (x1, x2) astfelıncat f (α) = c.
 Observam ca functiile care au proprietatea lui Darboux transforma orice intervaldin domeniul de definitie tot ıntr-un interval.
 Propozitie 5.3.2. Orice functie continua pe un interval are proprietatea luiDarboux pe acel interval.
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 Functia sgn : R → R, sgn (x) =
 1, daca x ∈ (0,+∞)0, daca x = 0−1, daca x ∈ (−∞, 0)
 are proprietatea
 lui Darboux pe intervalele (−∞, 0) si (0,+∞) (restrictiile functiei sgn la (−∞, 0)si (0,+∞) sunt functii continue), dar nu are proprietatea lui Darboux pe nici uninterval [−a, a], cu a > 0.
 Propozitie 5.3.3. Daca functia continua f : [a, b] → R verifica inegalitateaf (a) · f (b) < 0, atunci exista α ∈ (a, b), astfel ıncat f (α) = 0.
 Teorema 5.3.2. Daca f : I → R este o functie continua si injectiva, atunci feste strict monotona.
 Teorema 5.3.3. Daca f : I → J = f (I) este o functie continua si bijectiva,atunci f−1 este continua si strict monotona.
 Teorema 5.3.4. Daca f : I → R este o functie continua si nu se anuleaza pe I,atunci f pastreaza semn constant pe I.
 De exemplu, sa studiem semnul functiei f : R → R,
 f (x) =(x2 − 1
 )(x+ 3)x2 + 2.
 Rezolvand ecuatia f (x) = 0, se obtin valorile x = ±1,−3. Deoarece f (−4) < 0,f (−2) > 0, f (0) < 0, f (2) > 0.
 5.4. Functii uniform continue
 Definitie 5.4.1. O functie f : R → R se numeste uniform continua pemultimea A ⊂ R daca (∀) ϵ > 0, (∃) δ = δ (ϵ) > 0, astfel ıncat (∀) x1, x2 ∈ Acu |x1 − x2| > δ, sa avem |f (x1)− f (x2)| < ϵ.
 Observam ca orice functie uniform continua pe o multime A este continua peacea multime, reciproca fiind falsa.
 De exemplu, fie f : (0, 1] → R, f (x) = 1x. Daca f ar fi uniform continua, pentru
 ϵ = 12, ar exista δ > 0, astfel ıncat (∀) x1, x2 ∈ (0, 1] cu |x1 − x2| > δ, sa avem
 |f (x1)− f (x2)| < 12. Luand x1 = 1
 nsi x2 = 1
 n+1cu n astfel ıncat 2
 n< δ, atunci
 |x1 − x2| < δ. Dar atunci |f (x1)− f (x2)| = 1.De asemenea este de remarcat ca pentru a arata ca o functie nu este uniform
 continua este suficient sa aratam ca exista doua siruri xn, yn cu |xn − yn| → 0 si|f (xn)− f (yn)| → 0.
 De exemplu, functia f : (0,+∞) → R, f (x) = ln x nu este uniform continua;ıntr-adevar, luand ϵ = ln 2, xn = 1
 nsi yn = 1
 2n, n ∈ N∗, avem |xn − yn| = 1
 2n→ 0 si
 |f (xn)− f (yn)| = ln 2. Functia devine uniform continua pe orice interval (a,+∞) ,cu a > 0 si numai atunci.
 Teorema 5.4.1. Orice functie continua pe o multime compacta este uniformcontinua.
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 Definitie 5.4.2. O functie f : A→ R se numeste lipschitziana daca exista unL > 0 astfel ıncat |f (x)− f (y)| ≤ L |x− y| .
 De exemplu, functia f : R → [−1, 1], f (x) = sinx este functie lischitziana,deoarece
 |sin x− sin y| = 2
 ∣∣∣∣sin x− y
 2cos
 x+ y
 2
 ∣∣∣∣ ≤ |x− y| , (∀) x, y ∈ R,
 definitia 5.4.2 fiind satisfacuta cu L = 1, de exemplu.Teorema 5.4.2. Orice functie lipschitziana este uniform continua.Teorema 5.4.3. Restrictia unei functii uniform continue pe A la orice submultime
 B ⊂ A este uniform continua.Teorema 5.4.4. Orice functie continua si periodica, f : R → R este uniform
 continua.Teorema 5.4.5. Orice functie continua al carei grafic admite asimptote la −∞
 si la +∞ este uniform continua.
 5.5. Exercitii
 (1) Studiati continuitatea urmatoarelor functii ın punctul a = 1 :
 a) f : R → R, f (x) ={
 3x−1
 , daca x = 13, daca x = 1
 ;
 b) f : R → R, f (x) = 3√x2 − 1;
 c) f : R → R, f (x) ={ 3√x−1
 x−1, daca x = 1
 13, daca x = 1
 .
 R: a) Restrictiile functiei f la intervalele (−∞, 1) si (1,+∞) sunt functii
 elementare, deci continue. In punctul a = 1 avem
 fs (1) = limx→1x<1
 f (x) = limx→1x<1
 3
 x− 1= −∞,
 fd (1) = limx→1x>1
 f (x) = limx→1x>1
 3
 x− 1= +∞,
 f (1) = 3,
 deci functia nu este continua ın punctul 1.b) Avem
 fs (1) = limx→1x<1
 f (x) = limx→1x<1
 3√x2 − 1 = 0,
 fd (1) = limx→1x>1
 f (x) = limx→1x>1
 3√x2 − 1 = 0,
 f (1) = 0,
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 deci functia este continua ın punctul 1.c) Avem
 fs (1) = limx→1x<1
 f (x) = limx→1x<1
 3√x− 1
 x− 1= lim
 x→1x<1
 ( 3√x− 1)
 (3√x2 + 3
 √x+ 1
 )(x− 1)
 (3√x2 + 3
 √x+ 1
 ) =
 = limx→1x<1
 13√x2 + 3
 √x+ 1
 =1
 3,
 fd (1) = limx→1x>1
 f (x) =1
 3,
 f (1) =1
 3,
 deci functia este continua ın punctul 1.(2) Aflati m ∈ R astfel ıncat functia f : R → R,
 f (x) =
 {x2−4x−2
 , daca x = 2m, daca x = 2
 sa fie continua ın punctul a = 2.R: Punem conditia
 limx→2
 f (x) = f (2) ⇐⇒ limx→2
 x2 − 4
 x− 2= m⇐⇒ lim
 x→2(x+ 2) = m⇐⇒ m = 4.
 (3) Aflati a, b ∈ R astfel ıncat functia f : R → R,
 f (x) =
 ax2 + b2, daca x < 12, daca x = 1x+ a, daca x > 1
 sa fie continua pe R.R: Punem conditia
 limx→1x<1
 f (x) = limx→1x>1
 f (x) = f (1) .
 Cum
 limx→1x<1
 f (x) = limx→1x<1
 (ax2 + b2
 )= a+ b2,
 limx→1x>1
 f (x) = limx→1x>1
 (x+ a) = a+ 1,
 f (1) = 2,
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 rezulta relatiilea+ b2 = 2, a+ 1 = 2,
 care ne conduc la solutiile a = 1 si b = ±1.(4) Studiati continuitatea functiei f : R → R,
 f (x) =
 {1, daca x ∈ Q0, daca x ∈ R\Q
 .R: Aratam ca functia lui Dirichlet nu este continua ın nici un punct.Fie x0 ∈ Q arbitrar (cazul x0 ∈ R\Q se trateaza similar). Consideram(xn)n∈N ⊂ Q, xn → x0, pentru care f (xn) = 1 → 1 si (yn)n∈N ⊂ R\Q,yn → x0, pentru care f (yn) = 0 → 0. Rezulta ca nu exista lim
 x→x0f (x), deci
 f nu poate fi continua ın punctul x0.(5) Gasiti punctele de continuitate ale functiei f : R → R,
 f (x) =
 {x2, daca x ∈ Qx3, daca x ∈ R\Q .
 R: Fie x0 ∈ R punct de continuitate al functiei f . Consideram (xn)n∈N ⊂ Q,xn → x0, pentru care f (xn) = x2n → x20 si (yn)n∈N ⊂ R\Q, yn → x0, pentrucare f (yn) = y3n → x30. Rezulta ca avem cu necesitate x20 = x30 si astfelx0 = 0 sau x0 = 1. De asemenea, f (0) = 0, f (1) = 1.Concluzia este ca singurele puncte de continuitate ale functiei f sunt 0 si 1.Observatie 5.4.1. Singurele puncte de continuitate ale functiei f : R → R,
 f (x) =
 {g (x) , daca x ∈ Qh (x) , daca x ∈ R\Q sunt radacinile reale ale ecuatiei g (x) =
 h (x) .(6) Studiati continuitate functiilor g ◦ f si f ◦ g, unde f, g : R → R, f (x) = sgn
 x si g (x) = x3 − 4x.R: Calculand cele doua functii compuse, gasim
 (f ◦ g) (x) = f (g (x)) =
 −1, daca x ∈ (−2, 0) ∪ (2,+∞)0, daca x ∈ {−2, 0, 2}1, daca x ∈ (−∞,−2) ∪ (0, 2)
 si
 (g ◦ f) (x) = g (f (x)) = −3 sgn x =
 −3, daca x ∈ (−∞, 0)0, daca x = 03, daca x ∈ 0,+∞
 .
 Rezulta ca functia f ◦ g este continua pe R\ {−2, 0, 2}, iar functia g ◦ f estecontinua pe R\ {0} .
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 (7) Demonstrati ca urmatoarele functii se anuleaza cel putin ıntr-un punct almultimilor indicate:a) f (x) = x4 + 3x+ 1, pe [−1, 0] ;b) f (x) = (x− 2) · sin πx, pe
 [12, 32
 ];
 c) f (x) = 2x3 + x2 + 1, pe R.R: a) Deoarece functia f este continua si f (−1) = −1, f (0) = 1, conformpropozitiei 5.3.3 rezulta ca exista un punct α ∈ (−1, 0) astfel ıncat f (α) = 0,deci α este radacina a lui f.b) Deoarece functia f este continua si f
 (12
 )= −3
 2, f(32
 )= 1
 2, conform
 propozitiei 5.3.3 rezulta ca exista un punct α ∈(12, 32
 )astfel ıncat f (α) = 0,
 deci α este radacina a lui f.c) Deoarece functia f este continua si f (−∞) = lim
 x→−∞f (x) = −∞, f (+∞) =
 limx→+∞
 f (x) = +∞, conform propozitiei 5.3.3 rezulta ca exista un punct
 α ∈ R astfel ıncat f (α) = 0, deci α este radacina a lui f.(8) Demonstrati ca orice ecuatie algebrica avand coeficienti reali si grad impar
 admite cel putin o radacina reala.R: Rationament analog celui de la exercitiul 7.c).
 (9) Studiati semnul functiilor de mai jos:a) f (x) = x (x− 2) (x− 4) ;b) f (x) = (x+ 1) ln (−x) , cu x < 0;c) f (x) = sinx+ cos x, cu x ∈ [0, 2π] .R: a) Radacinile ecuatiei f (x) = 0 sunt 0, 2 si 4. Deoarece f (−1) = −15 <0, f (1) = 3 > 0, f (3) = −3 < 0 si f (5) = 15 > 0, rezulta ca avemf (x) > 0, pe (0, 2) ∪ (4,+∞) si f (x) < 0, pe (−∞, 0) ∪ (2, 4) .
 (10) Aratati ca ecuatia x = sin x are unica solutie x = 0.R: Consideram functia f : R → R, f (x) = x − sin x. Avem f strictcrescatoare si f (0) = 0. Deci f (x) = 0 are unica solutie x = 0.
 (11) Sa se determine care dintre functiile de mai jos sunt uniform continue:
 a) f1 (x) = e1x , x ∈ (0, 3) ;
 b) f2 (x) =√x2 + x+ 1, x ∈ R;
 c) f3 (x) = cos2, x ∈ R;d) f4 (x) = e−|x| ln (x2 + 1) , x ∈ R;
 e) f5 (x) =
 {x sin 1
 x, daca x = 0
 0, daca x = 0, x ∈ R;
 f) f6 (x) =
 {sinxx, daca x = 0
 1, daca x = 0, x ∈ R;
 g) f7 (x) = sin x+ cos x, x ∈ R;h) f8 (x) = x+ sin x, x ∈ R.
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 R: a) Folosind definitia rezulta ca f1 nu este uniform continua pe (0, 1) ;b) f2 este functie uniform continua fiind functie continua pe R, care admiteasimptote la −∞ si la +∞.c) f3 este functie uniform continua fiind functie continua si periodica pe R.d) f4 este functie uniform continua fiind functie continua pe R, care admiteasimptote la −∞ si la +∞.e) f5 este functie uniform continua fiind functie continua pe R, care admiteasimptote la −∞ si la +∞.f) f6 este functie uniform continua fiind functie continua pe R, care admiteasimptote la −∞ si la +∞.g) f7 este functie uniform continua fiind functie continua si periodica pe R.h) f8 este functie uniform continua, fiind functie lipschitziana (ea nu esteperiodica si nu are asimptote la −∞ si la +∞).
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CAPITOLUL 6
 Derivabilitate
 6.1. Definitii si notatii
 Definitie 6.1.1. Functia f : D → R se numeste derivabila ın punctul a ∈D ∩D′ daca
 limx→a
 f (x)− f (a)
 x− a
 exista si este finita. In aceasta situatie, valoarea limitei se noteaza cu f ′ (a) si senumeste derivata functiei f ın punctul a. Daca limita exista si este infinita,atunci spunem ca functia f nu este derivabila ın punctul a, dar are derivatainfinita. Daca limita nu exista, atunci functia f nu este derivabila si nu are derivata.
 De exemplu, fie f : R → R, f (x) = x3 si a = 1.Avem
 limx→1
 f (x)− f (1)
 x− 1= lim
 x→1
 x3 − 1
 x− 1= lim
 x→1
 (x2 + x+ 1
 )= 3 ∈ R,
 deci f este derivabila ın punctul 1 si f ′ (1) = 3.Retinem asadar formula pentru derivata functiei f ın punctul a (ın cazul ın care
 exista),
 f ′ (a) = limx→a
 f (x)− f (a)
 x− a.
 Observatie 6.1.1. Daca notam x− a = h, atunci
 f ′ (a) = limh→0
 f (a+ h)− f (a)
 h. (*)
 Definitie 6.1.2. Daca functia f : D → R este derivabila ın fiecare punct almultimii A ⊂ D, atunci spunem ca f este derivabila pe multimea A.
 Obtinem astfel functia derivata A ∋ x→ f ′ (x) ∈ R.De exemplu, pentru functia f : R → R, f (x) = x3 si a ∈ R arbitrar, avem
 f ′ (a) = limx→a
 f (x)− f (a)
 x− a= lim
 x→a
 x3 − a3
 x− a= lim
 x→a
 (x2 + ax+ a2
 )= 3a2,
 deci
 f ′ (a) = 3a2, (∀) a ∈ R.95
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 Obtinem astfel functia derivata f ′ : R → R, f ′ (x) = 3x2, (∀) x ∈ R. Daca efectuamcalculul folosind formula (∗), atunci
 f ′ (x) = limh→0
 f (x+ h)− f (x)
 h= lim
 h→0
 (h+ x)3 − x3
 h=
 = limh→0
 3h2x+ 3hx2 + h3
 h= lim
 h→0
 (3hx+ 3x2 + h2
 )= 3x2.
 Teorema 6.1.1. Orice functie derivabila ıntr-un punct este continua ın acelpunct.
 Observatie 6.1.2. Reciproca nu este adevarata, adica daca o functie este con-tinua ıntr-un punct, ea poate sa fie sau sa nu fie deri- vabila ın acel punct.
 De exemplu, functia f : R → R, f (x) = |x| este continua ın punctul a = 0, dar
 nu este derivabila ın acest punct. Intr-adevar, cum
 f (x) =
 {x, daca x ≥ 0−x, daca x < 0
 ,
 avem
 fs (0) = limx→0
 (−x) = 0,
 fd (0) = limx→0
 x = 0,
 f (0) = 0,
 iarf (x)− f (0)
 x− 0=
 {x−0x−0
 , daca x ≥ 0−x−0x−0
 , daca x < 0=
 {1, daca x ≥ 0−1, daca x < 0
 si astfel nu exista limx→0
 f(x)−f(0)x−0
 .
 Observatie 6.1.3. Daca o functie este discontinua ıntr-un punct, atunci ea nueste derivabila ın acel punct.
 Derivatele unor functii elementare1. Functia constanta f : R → R, f (x) = c este derivabila pe R si f ′ (x) = 0.2. Functia putere cu exponent natural f : R → R, f (x) = xn, n ∈ N∗ este
 derivabila pe R si f ′ (x) = nxn−1.3. Functia radical de ordinul n, n ∈ N∗, f : R∗
 + → R, f (x) = n√x, este derivabila
 pe R si f ′ (x) = 1
 nn√xn−1
 .
 4. Functia putere cu exponent real f : R+ → R, f (x) = xr, r ∈ R este derivabilape R si f ′ (x) = rxr−1.
 5. Functia logaritm f : (0,+∞) → R, f (x) = ln x, este derivabila pe R sif ′ (x) = 1
 x.
 6. Functia f : R → R, f (x) = sinx este derivabila pe R si f ′ (x) = cos x.7. Functia f : R → R, f (x) = cosx este derivabila pe R si f ′ (x) = − sin x.
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 6.2. Derivate laterale
 Definitie 6.2.1. Functia f : D → R se numeste derivabila la stanga ınpunctul a ∈ D ∩D′ daca
 f ′s (a) := lim
 x→ax<a
 f (x)− f (a)
 x− a
 exista si este finita. Numarul f ′s (a) daca exista se numeste derivata la stanga a
 functiei f ın punctul a. Analog, functia f se numeste derivabila la dreapta ınpunctul a ∈ D ∩D′ daca
 f ′d (a) := lim
 x→ax>a
 f (x)− f (a)
 x− a
 exista si este finita. Numarul f ′d (a) daca exista se numeste derivata la dreapta a
 functiei f ın punctul a.Teorema 6.2.1. Daca o functie este derivabila ıntr-un punct a ∈ D interior lui
 D, atunci f ′s (a) = f ′
 d (a) = f ′ (a) .Teorema 6.2.2 (Reciproca). Daca f ′
 s (a) = f ′d (a) este un numar finit, atunci f
 este derivabila ın punctul a si f ′ (a) este valoarea comuna a derivatelor laterale.De exemplu, fie f : R → R, f (x) = |x| . Avem
 f ′s (0) = lim
 x→0x<0
 |x| − 0
 x− 0= −1, f ′
 s (0) = limx→0x>0
 |x| − 0
 x− 0= 1.
 Sa consideram si functia f : R → R, f (x) ={x+ 1, daca x ≥ 0x, daca x < 0
 . Observam
 ca f este discontinua ın 0 si deci ea nu este derivabila ın 0; evaluand
 f ′s (0) = lim
 x→0x<0
 f (x)− f (0)
 x− 0= lim
 x→0x<0
 x− 1
 x− 0= +∞,
 rezulta ca f nu este derivabila la stanga, dar are derivata la stanga ın 0, egala cu+∞; de asemena, cum
 f ′d (0) = lim
 x→0x>0
 f (x)− f (0)
 x− 0= lim
 x→0x<0
 x+ 1− 1
 x− 0= 1,
 obtinem ca f este derivabila la dreapta ın 0 si are derivata la dreapta ın 0, egala cu1.
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 6.3. Interpretarea geometrica a derivatei
 Fie f : D → R si a ∈ D ∩D′. Consideram punctul M0 (a, f (a)) fixat, situat pegraficul lui f si punctul M (x, f (x)) variabil, situat tot pe graficul lui f.
 f (x)− f (a)
 x− a=
 MN
 M0N= tg θ.
 Daca punctul x tinde catre a, atunci punctul M0 tinde catre M pe grafic, decisecanta MM0 va tinde catre tangenta ın M0 la grafic; astfel, unghiul θ va tinde catreθ0.
 Rezulta asadar ca
 f ′ (a) = limx→a
 f (x)− f (a)
 x− a= lim
 x→atg θ = tg θ0 := m.
 Concluzia este ca derivata unei functii ıntr-un punct este tangenta trigonometricaa unghiului facut de tangenta geometrica la grafic ın acel punct, cu sensul pozitiv alaxei Ox (panta tangentei geometrice, m).
 Deci ecuatia tangentei ın puncul (a, f (a)) la grafic este
 t : y − f (a) = f ′ (a) (x− a) .
 De exemplu, pentru functia f : R → R, f (x) = x3, ecuatia tangentei ın punctul(1, 1) la grafic este
 y − 1 = 3 (x− 1) ,
 deoarece f ′ (1) = 3.
 6.4. Semitangente
 Definitie 6.4.1. Daca functia f are derivata la stanga ın punctul a ∈ D ∩D′,atunci prin definitie reprezentarea graficului are semitangenta ın punctul T (a, f (a))si anume:
 a) Daca functia este derivabila, semitangenta este o semidreapta ınchisa, cu orig-inea ın T, situata ın semiplanul corespunzator valorilor x < a si avand coeficientulunghiular m = f ′
 s (a) .b) f ′
 s (a) = ±∞, atunci semitangenta este o semidreapta cu originea ın T siparalela cu axa Oy.
 O definitie asemanatoare se poate da si ın cazul cand functia f are derivata ladreapta ın punctul a.
 De exemplu, sa consideram urmatoarele functii:1. f : (−∞,−1] → R, f (x) = x2.Deoarece f ′ (−1) = −2, reprezentarea graficului admite ın punctul T (−1, 1) semi-
 tangenta de ecuatiey − 1 = −2 (x+ 1) , x ≤ −1.
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 2. f : (−∞, 0) → R, f (x) ={
 1x, daca x < 0
 0, daca x = 0.
 Avem f ′ (0) = +∞. Deci, reprezentarea graficului admite semitangenta ın punc-tul O (0, 0) semidreapta negativa Oy′.
 3. f : [0,+∞) → R, f (x) ={ √
 x, daca x > 0−1, daca x = 0
 .
 Avem f ′ (0) = +∞ si deci graficul functiei f admite ın punctul T (0,−1) casemitangenta semidreapta Oy.
 6.5. Puncte unghiulare. Puncte de ıntoarcere
 Fie functia f : D → R cu D ∩D′ = ∅ si a ∈ D ∩D′.Definitie 6.5.1. Spunem ca punctul M (a, f (a)) de continuitate, dar de ned-
 erivabilitate pentru f este punct unghiular pentru graficul functiei f , daca functiaadmite ın a derivate laterale diferite si macar una dintre ele este finita.
 Din aceasta definitie rezulta ca ıntr-un punct unghiular graficul are semitangentecu drepte de suport diferite.
 De exemplu, sa consideram functia f : R → R, f (x) = |x2 − 4|.Ea admite punctele unghiulare M (−2, 0) si N (2, 0). Intr-adevar,
 f ′s (2) = lim
 x→2x<2
 f (x)− f (2)
 x− 2= lim
 x→2x<2
 4− x2
 x− 2= −2,
 iar
 f ′d (2) = lim
 x→2x>2
 f (x)− f (2)
 x− 2= lim
 x→2x>2
 x2 − 4
 x− 2= 2.
 Analog se arata ca M este punct unghiular.Definitie 6.5.2. Spunem ca punctul M (a, f (a)) de continuitate, dar de nederiv-
 abilitate pentru f este punct de ıntoarcere pentru graficul functiei f , daca functiaadmite ın a derivate laterale infinite si diferite.
 De exemplu, sa consideram functia f : R → R, f (x) =√
 |x|.Deoarece f ′
 s (0) = −∞ si f ′d (0) = +∞, rezulta ca punctul O (0, 0) este punct de
 ıntoarcere pentru graficul functiei f.
 6.6. Operatii cu functii derivabile
 Fie functiile f, g : D → R si a ∈ D ∩D′.Teorema 6.6.1. Daca functiile f, g sunt derivabile ın punctul a, atunci f + g,
 λf (cu λ ∈ R) si fg sunt derivabile ın punctul a, iar daca g (a) = 0, atunci fgeste
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 derivabila ın a si
 (f + g)′ (a) = f ′ (a) + g′ (a) ,
 (λf)′ (a) = λf ′ (a) ,
 (fg)′ (a) = f ′ (a) g (a) + f (a) g′ (a) ,(f
 g
 )′
 (a) =f ′ (a) g (a)− f (a) g′ (a)
 g2 (a).
 Corolar 6.6.1. Daca functile f, g sunt derivabile pe D, atunci f + g, λf (cuλ ∈ R) si fg sunt derivabile pe D, iar daca g (x) = 0, (∀) x ∈ D, atunci f
 geste
 derivabila pe D si
 (f + g)′ = f ′ + g′,
 (λf)′ = λf ′,
 (fg)′ = f ′g + fg′,(f
 g
 )′
 =f ′g − fg′
 g2.
 Teorema 6.6.2 (Derivabilitatea functiilor compuse). Daca f : I → J si g :J → R, unde I si J sunt intervale si f este derivabila ın punctul x0 ∈ I, iar g estederivabila ın punctul y0 = f (x0) ∈ J , atunci g ◦ f este derivabila ın x0 si
 (g ◦ f)′ (x0) = g′ (f (x0)) · f ′ (x0) .
 Daca f este derivabila pe I si g este derivabila pe J , atunci g ◦ f este derivabilape I si
 (g ◦ f)′ = (g′ ◦ f) · f ′.
 6.7. Derivabilitatea functiilor inversabile
 Teorema 6.7.1. Daca f : I → J este continua, bijectiva, derivabila ın punctulx0 ∈ I si f ′ (x0) = 0, atunci f−1 : J → I este derivabila ın y0 = f (x0) si
 (f−1)′(y0) =
 1
 f ′ (x0).

Page 101
                        

6.7. DERIVABILITATEA FUNCTIILOR INVERSABILE 101
 De aici deducem derivatele urmatoarelor functii:
 (arcsin x)′ =1√
 1− x2,
 (arccos x)′ = − 1√1− x2
 ,
 (arctg x)′ =1
 1 + x2,
 (arcctg x)′ = − 1
 1 + x2,
 (ex)′ = ex.
 Pentru o functie derivabila u, avem urmatoarele formule:
 (un)′ = nun−1 · u′, n ∈ N∗,
 (ur)′ = rur−1 · u′, r ∈ R, u > 0,
 (lnu)′ =1
 u· u′, (loga u)
 ′ =1
 u ln a· u′, u > 0,
 (eu)′ = euu′, (au)′ = au ln a · u′, a > 0, a = 1,
 (sinu)′ = cos u · u′,(cosu)′ = − sinu · u′,
 (tg u)′ =1
 cos2 u· u′ =
 (1 + tg2 u
 )· u′, cosu = 0,
 (ctg u)′ = − 1
 sin2 u· u′ =
 (1 + ctg2 u
 )· u′, sinu = 0,
 (arcsinu)′ =1√
 1− u2· u′, |u| < 1,
 (arccosu)′ = − 1√1− u2
 · u′, |u| < 1,
 (arctg u)′ =1
 1 + u2· u′,
 (arcctg u)′ = − 1
 1 + u2· u′(
 n√u)′
 =1
 nn√un−1
 · u′, n ∈ N∗si u > 0 daca n par,
 (uv)′ = uv(lnu · v′ + v
 u· u′).

Page 102
                        

102 6. DERIVABILITATE
 6.8. Derivate de ordin superior
 Definitie 6.8.1. Fie f : D → R si a ∈ D. Daca f este derivabila ıntr-ovecinatate a lui a si f ′ este derivabila ın a, atunci spunem ca f este derivabila dedoua ori ın a si derivata de doua ori ın a, notata f ′′ (a) este
 f ′′ (a) = limx→a
 f ′ (x)− f ′ (a)
 x− a.
 Analog se defineste derivata de ordinul n ≥ 3, f (n).De exemplu, pentru f (x) = 1
 x2+1, avem
 f ′ (x) =−2x
 (x2 + 1)2si f ′′ (x) =
 2 (3x2 − 1)
 (x2 + 1)2.
 Notam cu
 CnI :=
 {f : I → R|f este derivabila de n ori cu f (n) este continua pe I
 }.
 O functie f ∈ CnI se numeste functie de clasa Cn pe I.
 6.9. Puncte de extrem
 Definitie 6.9.1. Fie functia f : D → R si a ∈ D. Spunem ca a ∈ D este punctde maxim relativ (local) al functiei f daca exista o vecinatate U a lui a astfelıncat pentru orice x ∈ U ∩D sa avem
 f (x) ≤ f (a) .
 Cea mai mare valoare f (a) pentru toate punctele de maxim relativ a se numestemaximul (global) al functiei sau valoarea maxima a functiei, iar (a, f (a)) senumeste punct de maxim (global) al graficului functiei f.
 Definitie 6.9.2. Fie functia f : D → R si a ∈ D. Spunem ca a ∈ D este punctde minim relativ (local) al functiei f daca exista o vecinatate V a lui a astfelıncat pentru orice x ∈ V ∩D sa avem
 f (x) ≥ f (b) .
 Cea mai mica valoare f (b) pentru toate punctele de minim relativ b se numesteminimul (global) al functiei sau valoarea minima a functiei, iar (b, f (b)) senumeste punct de minim (global) al graficului functiei f.
 Definitie 6.9.3. Spunem ca a este punct critic al functiei f daca este radacinaa ecuatiei
 f ′ (x) = 0.
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 Teorema 6.9.1 (Fermat). Fie f : I → R, unde I este un interval si a ∈ I estepunct interior al intervalului I. Daca functia f este derivabila ın a si a este punctde extrem al functiei, atunci
 f ′ (a) = 0.
 Observatie 6.9.1. Teorema lui Fermat afirma ca punctele de extrem se gasescprintre punctele critice ale functiei.
 Observatie 6.9.2. Pentru functia f : [0, 1] → R, f (x) = x, punctul a = 1 estepunct de maxim al lui f , dar f ′ (1) = 1. Acest fapt nu contrazice teorema lui Fermat,deoarece punctul 1 nu este interior lui [0, 1] .
 Observatie 6.9.3. Reciproca teoremei lui Fermat nu este adevarata, adica dacaf este derivabila ın punctul a interior lui I si f ′ (a) = 0, nu rezulta cu certitudine caa este punct de extrem.
 De exemplu, pentru functia f : R → R, f (x) = x3, punctul a = 0 este punctde derivabilitate al lui f , interior lui R, f ′ (0) = 0, dar nu este punct de extrem,deoarece functia este strict crescatoare pe R.
 Teorema 6.9.2 (Rolle). Fie f : [a, b] → R o functie continua pe [a, b] si derivabilape (a, b) (astfel de functii poarta numele de functii Rolle). Daca f (a) = f (b),atunci exista cel putin un punct c ∈ (a, b) astfel ıncat f ′ (c) = 0.
 Corolar 6.9.1 (al teoremei lui Rolle).
 1. Intre doua radacini ale unei functii derivabile exista cel putin o radacina aderivatei.
 2. Intre doua radacini consecutive ale derivatei exista cel mult o radacina afunctiei.
 De exemplu, sa consideram functia f : R → R,
 f (x) = (2x− 1) (x+ 5) (x− 3) (x− 7)
 si cerem sa se arate ca are toate punctele critice (radacinile derivatei) reale.Deoarece ecuatia f (x) = 0 are radacinile x1 = −5, x2 = 1
 2, x3 = 3, x4 = 7,
 conform corolarului 6.9.1., 1., rezulta ca exista x′1 ∈(−5, 1
 2
 ), x′2 ∈
 (12, 3), x′3 ∈ (3, 7)
 radacini ale derivatei.Deci, ecuatia f ′ (x) = 0 are cel putin trei radacini reale si cum gradul polinomului
 f ′ este 3, rezulta ca f ′ are exact trei radacini reale.Teorema 6.9.3 (Lagrange). Daca f : [a, b] → R este o functie Rolle, atunci
 exista cel putin un punct c ∈ (a, b) astfel ıncat
 f (b)− f (a)
 b− a= f ′ (c) .
 Corolar 6.9.2 (al teoremei lui Lagrange). Fie f o functie definita pe o vecinatateV a punctului x0. Daca f este derivabila pe V \ {x0} , f este continua ın x0 si exista
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 λ = limx→x0
 f ′ (x) , atunci f are derivata ın x0 si f ′ (x0) = λ; iar daca λ ∈ R, atunci feste derivabila ın x0.
 De exemplu, sa studiem derivabilitatea functiei f : R → R,
 f (x) =
 {x2, daca x ≤ 1lnx+ x, daca x > 1
 .
 Pe intervalele (−∞, 1) si (1,+∞), restrictiile functiei f, fiind functii elementare, suntcontinue. Cum
 limx→1x<1
 f (x) = limx→1x>1
 f (x) = f (1) = 1,
 rezulta ca f este continua ın 1.Concluzia este ca f este continua pe R.Pe intervalele (−∞, 1) si (1,+∞), restrictiile functiei f, fiind functii elementare,
 sunt derivabile si
 f (x) =
 {2x, daca x ≤ 11x+ 1, daca x > 1
 .
 Avem
 limx→1x<1
 f ′ (x) = limx→1x<1
 (2x) = 2,
 limx→1x>1
 f ′ (x) = limx→1x>1
 (1
 x+ 1
 )= 2.
 Deci, exista λ = 2 = limx→1
 f ′ (x) . Conform corolarului teoremei lui Lagrange, obtinem
 f ′ (1) = 2 ∈ R, deci f este derivabila ın 1.Concluzia este ca f este derivabila pe R.Sa mai consideram si functia f : R → R,
 f (x) =
 {x2 sin 1
 x, daca x = 0
 0, daca x = 0.
 Observam ca f este continua pe R si este derivabila pe R\ {0}, cu
 f ′ (x) = 2x sin1
 x− cos
 1
 x, x = 0.
 Avem
 limx→0
 f ′ (x) = limx→0
 2x sin1
 x− cos
 1
 x= − lim
 x→0cos
 1
 x,
 limita care nu exista. Prin urmare, ipotezele din corolarul teoremei lui Lagrange nusunt satisfacute, deci corolarul nu se poate aplica. Vom studia derivabilitatea ın 0,
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 urmand o alta cale:
 f ′ (0) = limx→0
 f (x)− f (0)
 x− 0= lim
 x→0x sin
 1
 x= 0,
 deci f este derivabila ın 0 si f ′ (0) = 0.Teorema 6.9.4 (Cauchy). Fie f, g : [a, b] → R doua functii Rolle. Daca
 g′ (x) = 0, x ∈ (a, b), atunci exista c ∈ (a, b) astfel ıncat
 f (b)− f (a)
 g (b)− g (a)=f ′ (c)
 g′ (c).
 Observatie 6.9.4. Teorema lui Lagrange este un caz particular al teoremei luiCauchy si anume cazul cand g (x) = x.
 De exemplu, sa consideram functiile f, g : [−2, 5] → R,
 f (x) =
 { √x+ 3, daca x ∈ [−2, 1)
 x4+ 7
 4, daca x ∈ [1, 5]
 sig (x) = x.
 Observam ca f este continua pe [−2, 5] si derivabila pe (−2, 5) \ {1}, cu
 f ′ (x) =
 {1
 2√x+3
 , daca x ∈ [−2, 1)14, daca x ∈ (1, 5]
 .
 Avem
 limx→1x<1
 f ′ (x) =1
 4si lim
 x→1x>1
 f ′ (x) =1
 4,
 de unde concluzionam, folosind corolarul teoremei lui Lagrange, ca f ′ (1) = 14.
 Rezulta f derivabila pe [−2, 5], deci si pe (−2, 5) .De asemenea, g este continua pe [−2, 5] si derivabila pe (−2, 5), avand g′ (x) =
 1 = 0, x ∈ (−2, 5) .Conform teoremei lui Cauchy, rezulta ca exista c ∈ (−2, 5) astfel ıncat
 f (5)− f (−2)
 g (5)− g (−2)=f ′ (c)
 g′ (c).
 Teorema 6.9.5 (Darboux). Daca f : I → R este derivabila pe I, atunci functief ′ are proprietatea lui Darboux pe I.
 Vom studia ın cele ce urmeaza o generalizare naturala a formulei lui Lagrange,ın cazul ın care functia f este de clasa Cn si anume formula lui Taylor.
 Fie I un interval deschis si a ∈ I si f : I → R o functie de clasa Cn pe I.Polinomul
 Tn,af (x) = f (a) +x− a
 1!f ′ (a) +
 (x− a)2
 2!f ′′ (a) + ...+
 (x− a)n
 n!f (n) (a) ,
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 cu x ∈ I se numeste polinomul Taylor de grad n, asociat functiei f, ın punctula, iar f (x) − Tn,a (x) = Rn (x, a) se numeste restul de ordinul n. Folosind teoremalui Lagrange se demonstreaza ca daca f este de clasa Cn+1, restul poate avea pe ovecinatate (a− r, a+ r) ∈ V (a) formele (restul Lagrange)
 Rn,af (x) =(x− a)n+1
 (n+ 1)!f (n+1) (ξ) ,
 cu ξ ıntre a si x sau (restul Cauchy)
 Rn,af (x) =(x− ξ)n (x− a)
 n!f (n+1) (ξ) ,
 cu ξ ıntre a si x.Formula lui Taylor cu restul sub forma Lagrange este cea mai utilizata:
 f (x) = f (a) +x− a
 1!f ′ (a) +
 (x− a)2
 2!f ′′ (a) + ...+
 (x− a)n
 n!f (n) (a) +
 +(x− a)n+1
 (n+ 1)!f (n+1) (ξ) ,
 cu ξ ıntre a si x, x ∈ (a− r, a+ r) , r > 0.De asemenea, cand a = 0 obtinem formula Mac-Laurin (cu restul Lagrange):
 f (x) = f (0) +x
 1!f ′ (0) +
 x2
 2!f ′′ (0) + ...+
 xn
 n!f (n) (0) +
 +xn+1
 (n+ 1)!f (n+1) (ξ) ,
 cu ξ ıntre 0 si x (sau ξ = θx, cu θ ∈ (0, 1)), x ∈ (−r, r) , r > 0.De exemplu, sa scriem formula Mac-Laurin pana la ordinul 7, pentru functia
 f (x) = sin x.Avem
 f (x) = 0 +x
 1!− x3
 3!+x5
 5!− x7
 7!+x8
 8!sin (θx) ,
 cu θ ∈ (0, 1) . Astfel, putem considera aproximarea
 f (x) ≃ x
 1!− x3
 3!+x5
 5!− x7
 7!.
 O aplicatie directa a formulei lui Taylor ın studiul extremelor este data de urmatoareaTeorema 6.9.6. Fie f : [a, b] → R de clasa Cn pe (a, b), n ≥ 2 si fie x0 ∈ (a, b)
 astfel ıncat f ′ (x0) = f ′′ (x0) = ... = f (n−1) (x0) = 0 si f (n) (x0) = 0. Atunci, dacan este par, x0 este punct de extrem local al lui f si anume este minim local dacaf (n) (x0) > 0 si este maxim local daca f (n) (x0) < 0. Daca n este impar, atunci x0 nueste punct de extrem local al lui f .
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 6.10. Regulile lui L’Hospital
 Calculul unor limite implicand ınlaturarea unor cazuri exceptate presupune uneleartificii chiar de o ingeniozitate sporita. In acest paragraf vom prezenta o metodaunitara pentru calculul unor limite exceptate de functii, si anume 0
 0si ∞
 ∞ .Teorema 6.10.1. Fie I un interval (marginit sau nemarginit), a un punct de
 acumulare (finit sau infinit) al lui I si functiile f, g : I\ {a} → R. Daca:1. f si g sunt derivabile pe I\ {a} ;2. g′ (x) = 0, pentru orice x ∈ I\ {a} ;3. lim
 x→af (x) = lim
 x→ag (x) = 0 sau lim
 x→a|f (x)| = lim
 x→a|g (x)| = +∞;
 4. exista limx→a
 f ′(x)g′(x)
 = l ∈ R,atunci:
 a. g (x) = 0, pentru orice x ∈ I\ {a};b. functia f
 gare limita ın a si lim
 x→a
 f(x)g(x)
 = limx→a
 f ′(x)g′(x)
 .
 De exemplu, sa calculam limx→2
 x3−8x2−4
 := l. Avem
 l( 00)= lim
 x→2
 (x3 − 8)′
 (x2 − 4)′= lim
 x→2
 3x2
 2x= 3,
 conditiile teoremei 6.10.1 fiind satisfacute.De asemenea,
 limx→0
 esin x−1sinx
 ( 00)= lim
 x→0
 esin x·cosxcosx
 = 1,
 limx→∞
 x(1− e
 1x
 )(∞·0)= lim
 x→∞1−e
 1x
 1x
 ( 00)= lim
 x→∞
 1x2
 ·e1x
 − 1x2
 = −1,
 limx→∞
 ex
 x
 (∞∞)= lim
 x→∞ex
 1= +∞,
 limx→∞
 lnxx3
 (∞∞)= lim
 x→∞
 1x
 3x2= 0.
 6.11. Exercitii
 (1) Fie f (x) = 3+x3−x , x = 3. Calculati f ′ (2) folosind definitia.
 R: Avem
 f ′ (2) = limh→0
 f (2 + h)−−f (2)h
 = limh→0
 6h
 h (1− h)= 6.
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 (2) Fie f (x) =√2x− 1, x ≥ 1
 2. Calculati f ′ (5) folosind definitia.
 R: Avem
 f ′ (5) = limh→0
 f (5 + h)−−f (5)h
 = limh→0
 √9 + 2h− 3
 h=
 = limh→0
 (√9 + 2h− 3
 ) (√9 + 2h+ 3
 )h(√
 9 + 2h+ 3) =
 = limh→0
 2h
 h(√
 9 + 2h+ 3) =
 1
 3.
 (3) Fie f : R → R,
 f (x) =
 {x sin 1
 x, daca x = 0
 0, daca x = 0.
 Studiati continuitatea si derivabilitatea functiei f.R: Functia f este continua pe (−∞, 0) si (0,+∞), restrictiile la aceste in-tervale fiind functii elementare. Avem
 limx→0
 f (x) = limx→0
 x sin1
 x= 0 = f (0) ,
 deoarece x→ 0 si∣∣sin 1
 x
 ∣∣ ≤ 1, deci functia este continua ın 0.Functia f este derivabila pe (−∞, 0) si (0,+∞), restrictiile la aceste intervalefiind functii elementare. Avem
 f ′ (0) = limh→0
 f (h)− f (0)
 h= lim
 h→0sin
 1
 h
 care nu exista. Deci f nu este derivabila ın 0.(4) Fie f : R → R,
 f (x) =
 {x2 sin 1
 x, daca x = 0
 0, daca x = 0.
 Studiati continuitatea si derivabilitatea functiei.R: Functia f este continua pe (−∞, 0) si (0,+∞), restrictiile la aceste in-tervale fiind functii elementare. Avem
 limx→0
 f (x) = limx→0
 x2 sin1
 x= 0 = f (0) ,
 deoarece x2 → 0 si∣∣sin 1
 x
 ∣∣ ≤ 1, deci functia este continua ın 0.Functia f este derivabila pe (−∞, 0) si (0,+∞), restrictiile la aceste intervalefiind functii elementare. Avem
 f ′ (0) = limh→0
 f (h)− f (0)
 h= lim
 h→0h sin
 1
 h= 0,
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 deci f este derivabila ın 0.(5) Determinati a, b ∈ R, astfel ıncat functia f : R → R,
 f (x) =
 {sin x, daca x ≤ 0ax+ b, daca x > 0
 sa fie derivabila pe R.R: Functia f este continua pe (−∞, 0) si (0,+∞), restrictiile la aceste in-tervale fiind functii elementare. Pentru a fi continua, trebuie sa fie continuasi ın 0, de unde obtinem
 limx→0x<0
 f (x) = limx→0x>0
 f (x) = f (0)
 sau
 b = 0.
 Functia f este derivabila pe (−∞, 0) si (0,+∞), restrictiile la aceste intervalefiind functii elementare. Avem
 f ′s (0) = lim
 x→0x<0
 f (x)− f (0)
 x− 0= lim
 x→0x<0
 sinx
 x= 1,
 f ′d (0) = lim
 x→0x>0
 f (x)− f (0)
 x− 0= lim
 x→0x>0
 ax
 x= a,
 deci, pentru ca f sa fie derivabila ın 0, trebuie ca a = 1.(6) Scrietie ecuatiile tangentelor (semitangentelor) la graficul functiilor urmatore
 ın punctele specificate:a) f : R → R, f (x) = sin x, a = 1;b) f : R+ → R, f (x) = 4
 √x, a = 1, a = 0;
 c) f : R → R, f (x) ={
 1x3, daca x = 0
 0, daca x = 0, a = 0.
 R: a) y = 1, y + x = π, y = −1;b) y− x
 4= 3
 4; c) f ′
 s (0) = −∞ si f ′d (0) = +∞ si ecuatia semitangentei x = 0.
 (7) Determinati punctele unghiulare ale graficelor urmatoarelor functii:a) f : R → R, f (x) = − |x+ 2| ;
 b) f : R → R, f (x) ={x3, daca x ≤ 02x, daca x > 0
 ;
 c) f : R → R, f (x) ={ √
 1− x, daca x ≤ 1lnx, daca x > 1
 .
 R: a) x = −2; b) x = 0; c) x = 1.
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 (8) Determinati punctele de ıntoarcere ale graficelor urmatoarelor functii:
 a) f : R → R, f (x) =√
 |x+ 1|;
 b) f : R → R, f (x) ={x2, daca x = 01, daca x = 0
 ;
 c) f : R → R, f (x) =
 √−x, daca x < 0
 0, daca x = 03√x, daca x > 0
 .
 R: a) x = −1; b) x = 0; c) x = 0.(9) Calculati derivatele urmatoarelor functii:
 a) f (x) = x3 − 5x2 + 1; b) f (x) = x lnx− lnx;c) f (x) = x2 sin x+ 2x cos x− 2 sin x; d) f (x) = x−1
 x+1;
 e) f (x) = 1x lnx
 ; f) f (x) =√x√x; g) f (x) = (x2 + x+ 1)
 √2;
 h) f (x) = ln(x−1x+1
 ); i) f (x) = 3
 √sinx; j) f (x) = loga (tg x) ;
 k) f (x) = arcsin (1 + x2) ; l) f (x) = tg ( 3√x);
 m) f (x) = arctg x2
 x+1; n) f (x) = (x2 + 1)
 x;
 o) f (x) = x1x ; p) f (x) = sin (2x− 1) · cos2 (2x− 1) ;
 q) f (x) = 1aarctg x
 a, a = 0; r) f (x) = ln
 (x+
 √a2 + x2
 );
 s) f (x) = ln (cosx) + 12tg2x.
 R: a) 3x2 − 10x; b) x lnx+x−1x
 ;
 c) x2 cos x; d) 2(x+1)2
 ; e) − lnx+1x2 ln2 x
 ; f) 1
 4( 4√x)
 3 ;
 g) (x2 + x+ 1)√2−1 √
 2 (2x+ 1) ;
 h) 2(x−1)(x+1)
 ; i) 1
 3 sin23 x
 cosx; j) 1+ tg2xtg x ln a
 ;
 k) ddx
 arcsin (1 + x2) = 2 x√(−x2(2+x2))
 ;
 l) 131+ tg2 3
 √x
 ( 3√x)
 2 ; m) x 2+xx2+2x+1+x4
 ;
 n) (1 + x2)x−1
 (ln (1 + x2) + (ln (1 + x2))x2 + 2x2) ;
 o) −x−−1+2xx (lnx− 1) ;
 p) 6 cos3 (−1 + 2x)− 4 cos (−1 + 2x) ;
 q) 1a2+x2
 ; r) 1√(a2+x2)
 ; s) − (sinx) −1+cos2 xcos3 x
 .
 (10) Aratati ca functia f : R → R,
 f (x) =
 {ln2 (x− 3) , daca x ≥ 3
 (x− 3)2 , daca x < 3
 are derivata de ordinul doi ın punctul a = 3.R: f ′′ (3) = 1.
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 (11) Calculati f ′′ (x) pentru functiile:a) f (x) = cosx; b) f (x) = 1
 x−a ; c) f (x) =1
 x2−4x+3.
 R: a) − cos x; b) 2(x−a)3 ; c) 2
 3x2−12x+13(x2−4x+3)3
 . Se poate scrie
 1
 x2 − 4x+ 3= −1
 2· 1
 x− 1
 1
 2· 1
 x− 3.
 si apoi aplica rezultatul de la b).(12) Scrieti formula Mac-Laurin de ordinul n pentru functia
 f (x) =√x+ 1, x > −1.
 R: Deoarece f (x) = (x+ 1)12 , rezulta ca
 f (x) = 1 +x
 2+
 n∑k=2
 (−1)k−1 (2k − 3)!!
 2kk!+
 + (−1)n(2n− 1)!!
 (n+ 1)!2n+1(1 + ξ)n+1 ,
 cu x ∈ (−r, r) ∈ V (0) si ξ ıntre 0 si x.(13) Scrieti formula lui Taylor de ordinul n pentru functiile
 a) f (x) = lnx, x > 0, ın punctul a = 1;b) f (x) = ex, x ∈ R, ın punctul a = −1.R: a) Se obtine
 f (x) = x+n∑k=2
 (−1)k−1 (x− 1)k
 k+ (−1)n
 (x− 1)n+1
 n+ 1
 1
 ξn+1,
 cu ξ ıntre 1 si x si x ∈ (1− r, 1 + r) , r > 0.b)
 f (x) =1
 e
 (1 +
 n∑k=1
 (x+ 1)k
 k!
 )+
 (x+ 1)n+1
 (n+ 1)!eξ,
 cu ξ ıntre −1 si x si x ∈ (−1− r,−1 + r) , r > 0.(14) Calculati cu ajutorul formulei lui Taylor limitele:
 a) limx→0
 cosx−e−x2
 2
 x4; b) lim
 x→0
 tg x−sinxx3
 .
 R: a) Scriem formula lui Taylor de ordinul 4 pentru functiile f (x) = cos x
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 si g (x) = e−x2
 2 . Avem:
 limx→0
 cosx− e−x2
 2
 x4
 = limx→0
 1− x22!+ x4
 4!−−x5
 5!sin (θ1x)− 1 + x2
 2!− 3x4
 4!− x5
 5!+ g(5) (θ2x)
 x4
 = limx→0
 [1
 4!− 3
 4!+x5
 5!
 (− sin (θ1x) + g(5) (θ2x)
 )]= − 1
 12.
 b) 12.
 (15) Determinati punctele de extrem ale functiei
 f (x) = 2 cosx+ x2, x ∈ R.
 R: Avem f ′ (x) = −2 sin x + 2x, f ′′ (x) = −2 cos x + 2, f ′′′ (x) = 2 sin x,f (4) (x) = 2 cos x si f ′ (0) = f ′′ (0) = f ′′′ (0) = 0, f (4) (0) = 2. Deci, conformteoremei 6.9.6, functia f are un minim ın punctul x = 0.
 (16) Sa se demonstreze ca functia f : R → (−1,+∞) , f (x) = 3x + 9x − 1 estebijectiva si sa se calculeze (f−1)
 ′(1) si (f−1)
 ′′(1) .
 R: Este clar ca f ′ (x) > 0 si f (R) = (−1,+∞).De asemenea, rezolvand ecuatia f (x) = 1 rezulta ca x = 0 este unica solutie.Stim ca (
 f−1)′(1) =
 1
 f ′ (0),
 pe care o putem deduce si derivand relatia (f−1 ◦ f) (x) = x, obtinand(f−1)′(f (x)) · f ′ (x) = 1,
 deci, cu notatia y = f (x), avem (f−1)′(y) = 1
 f ′(x); pentru derivata de ordinul
 al doilea se deriveaza relatia (f−1)′(f (x)) · f ′ (x) = 1, obtinandu-se(
 f−1)′′
 (f (x)) · (f ′ (x))2+(f−1)′(f (x)) · f ′′ (x) = 0.
 Astfel, (f−1)′(y) = − f ′′ (x)
 (f ′ (x))3.
 (17) Calculati limitele urmatoare, folosind regula lui L’Hospital:
 a) limx→0
 e2x−1x
 ; b) limx→1
 1+cosπxx2−2x+1
 ; c) limx→0x>0
 ln cos 3xln cos 2x
 ;
 d) limx→+∞
 3x2−x+55x2+6x−3
 ; e) limx→+∞
 x2e−x; f) limx→0x>0
 ln tg 2xln tg 3x
 ;
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 g) limx→0x>0
 x2 lnx; h) limx→0
 (cosx)1x2 ;
 i) limx→+∞
 (e3x − 5x)1x ; j) lim
 x→0(e3x − 5x)
 1x ; k) lim
 x→0
 (1
 sin2 x− 1
 x2
 ).
 R: a) 2; b) 12π2; c) 9
 4; d) 3
 5; e) 0; f) 1; g) 0; h) e−
 12 ; i) e3; j) e−2; k) 1
 3.
 (18) Aratati ca desi limx→+∞
 x−sinxx+cosx
 exista, totusi regula lui L’Hospital nu poate fi
 aplicata.R: Avem
 limx→+∞
 x− sin x
 x+ cos x= lim
 x→+∞
 x(1− sinx
 x
 )x(1 + cosx
 x
 ) = 1
 si regula lui L’Hospital nu poate fi aplicata deoarece nu exista limx→∞
 sinx si
 limx→∞
 cos x.
 (19) Aflati m ∈ R astfel ıncat functia f : R → R, f (x) = mx− ln (1 + x2) sa fiedescrescatoare pe R.R: m ∈ (−∞,−1]. Se pune conditia f ′ (x) ≥ 0, pe R.
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CAPITOLUL 7
 Aplicatiile derivatelor
 7.1. Rolul derivatei ıntai
 Teorema 7.1.1. Daca f : I → R este derivabila pe I si crescatoare pe I, atuncif ′ (x) ≥ 0, (∀) x ∈ I. Daca f : I → R este derivabila pe I si descrescatoare pe I,atunci f ′ (x) ≤ 0, (∀) x ∈ I.
 Teorema 7.1.2. Daca f : I → R este derivabila pe I si f ′ (x) ≥ 0, (∀) x ∈ I,atunci f este crescatoare pe I. Daca f : I → R este derivabila pe I si f ′ (x) ≤ 0, (∀)x ∈ I, atunci f este descrescatoare pe I.
 Aplicatii la determinarea intervalelor de monotonie si a punctelor deextrem local
 De exemplu, fie f : [−1, 1] → R, f (x) = x− arcsinx. Avem
 f ′ (x) = 1− 1√1− x2
 , (∀) x ∈ (−1, 1) .
 Rezolvand ecuatia f ′ (x) = 0, gasim singurul punct critic x = 0.Deoarece pe intervalele (−1, 0) si (0, 1) functia f ′ nu se mai anuleaza, rezulta ca
 pastreaza semn constant, fiind continua; cum f(−1
 2
 )< 0 si f
 (12
 )> 0, rezulta ca
 f ′ (x) < 0, x ∈ (−1, 0) si f ′ (x) > 0, x ∈ (0, 1) . Folosind teorema 7.1.2 obtinem ca feste strict descrescatoare pe [−1, 0] si [0, 1]. Punctul critic 0 nu este punct de extrem.
 Teorema 7.1.3. Daca f : I → R este derivabila pe I si f ′ = 0 pe I, atunci feste constanta pe I.
 Corolar 7.1.1. Daca f si g sunt derivabile pe I si f ′ = g′ pe I, atunci f si gdifera printr-o constanta pe I.
 De exemplu, fie f : R → R, f (x) = arctg x si g : R∗ → R, g (x) = − arctg 1x. Ne
 punem problema existentei intervalelor pe care functiile sa difere printr-o constanta.Avem f ′ (x) = 1
 x2+1si g′ (x) = 1
 x2+1, deci f ′ = g′. Cum R∗ = (−∞, 0) ∪ (0,+∞) ,
 obtinem doua cazuri.Cazul I. Consideram f ′ (x) = g′ (x) , oricare ar fi x ∈ (−∞, 0) . Rezulta, conform
 teoremei 7.1.3 ca exista k1 ∈ R astfel ıncat f (x) = g (x)+k1, (∀) x ∈ (−∞, 0) . Deci,
 arctg x+ arctg1
 x= k1, (∀) x ∈ (−∞, 0) .
 Facandu-l pe x = −1, rezulta k1 = −π2.
 115
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116 7. APLICATIILE DERIVATELOR
 Cazul II. Consideram f ′ (x) = g′ (x) , oricare ar fi x ∈ (0,+∞) . Rezulta, con-form teoremei 6.11.3 ca exista k2 ∈ R astfel ıncat f (x) = g (x)+k2, (∀) x ∈ (0,+∞) .Deci,
 arctg x+ arctg1
 x= k2, (∀) x ∈ (0,+∞) .
 Facandu-l pe x = 1, rezulta k2 =π2.
 Concluzia este ca
 arctg x+ arctg1
 x= −π
 2, (∀) x ∈ (−∞, 0) ,
 arctg x+ arctg1
 x=
 π
 2, (∀) x ∈ (0,+∞) .
 7.2. Rolul derivatei a doua
 Definitie 7.2.1. Functia f : I → R este se numeste convexa pe intervalul Idaca (∀) x1, x2 ∈ I si (∀) t ∈ [0, 1] , avem
 f ((1− t)x1 + tx2) ≤ (1− t) f (x1) + tf (x2) . (*)
 Interpretarea geometrica a acestei definitii este ca pentru o functie convexa, ori-care ar fi doua puncte x1, x2 ∈ I, portiunea din graficul functiei, situata ıntre(x1, f (x1)) si (x2, f (x2)) , se gaseste sub coarda determinata de ele.
 Functia f se numeste concava pe I daca −f este convexa pe I, adica ın inegal-itatea (∗) avem semn contrar.
 Teorema 7.2.1. Fie functia f : [a, b] → R, cu a < b. Daca f este continua pe[a, b], exista f ′ si f ′′ pe (a, b) si f ′′ (x) ≥ 0, oricare ar fi x ∈ (a, b), atunci functia feste convexa pe [a, b] .
 Fie functia f : [a, b] → R, cu a < b. Daca f este continua pe [a, b], exista f ′ si f ′′
 pe (a, b) si f ′′ (x) ≤ 0, oricare ar fi x ∈ (a, b), atunci functia f este concava pe [a, b] .Definitie 7.2.2. Fie f : I → R si x0 un punct interior lui I. Punctul x0
 se numeste punct de inflexiune al functiei f , daca exista α, β ∈ I astfel ıncatα < x0 < β, iar f este convexa pe (α, x0] si concava pe [x0, β) sau invers.
 De exemplu, sa consideram functia f : (0,+∞) → R, f (x) = x2 lnx.Avem f ′ (x) = x (2 ln x+ 1) si
 f ′ (x) = 0 =⇒ x =1√e;
 f ′′ (x) = 2 ln x+ 3 si
 f ′′ (x) = 0 =⇒ x =1√e3.
 Studiind semnul functiilor f ′′ si f ′, deducem ca punctul 1√eeste punct de minim
 global, iar punctul 1√e3
 este punct de inflexiune.

Page 117
                        

7.3. REPREZENTAREA GRAFICULUI UNEI FUNCTII 117
 7.3. Reprezentarea graficului unei functii
 Pentru a construi cu aproximatie graficul unei functii f se parcurg urmatoareleetape:
 1. Determinarea domeniului maxim de definitie, daca acesta nu este precizat.In cazul functiilor periodice se determina perioada principala T si se face studiulfunctiei pe multimea [0, T ] .
 2. Determinarea punctelor de intersectie a graficului functiei cu axele, A (a, 0),B (0, f (0)), atunci cand acestea exista.
 3. Determinarea eventualelor centre de simetrie sau a axelor de simetrie.4. Determinarea valorilor si limitelor functiei ın punctele de acumulare ale dome-
 niului de definitie.5. Determinarea asimptotelor.6. Se calculeaza f ′, eventualele derivate laterale ın punctele unde f nu este
 derivabila si derivata functiei ın punctele ın care aceasta devine (eventual) infinita,±∞.
 Se rezolva ecuatia f ′ (x) = 0 si se studiaza semnul primei derivate, gasindu-seastfel intervalele de monotonie si eventualele puncte de extrem local.
 7. Se calculeaza f ′′ (ın punctele ın care f ′ este derivabila), se rezolva ecuatiaf ′′ (x) = 0 si se studiaza semnul derivatei a doua, gasindu-se astfel intervalele deconvexitate si eventualele puncte de inflexiune.
 8. Intocmirea tabelului de variatie a functiei.Toate rezultatele obtinute mai sus se trec ıntr-un tabel cu 4 linii orizontale astfel:a) Pe prima linie se trec valorile remarcabile ale argumentului x de unde sa
 fie vizibil si domeniul maxim de definitie. Aici se trec punctele de acumulare aledomeniului de definitie care nu apartin acestuia.
 b) Pe linia a doua se trec semnul derivatei ıntai si valorile acesteia ın puncteleremarcabile (ori valorile derivatelor laterale).
 c) Pe linia a treia se trec valorile functiei ın punctele remarcabile, limitele functieisau limitele laterale si se indica monotonia functiei prin simbolurile ↗ sau ↘ .
 d) Pe linia a patra se trec semnul derivatei a doua si valorile acesteia ın puncteleremarcabile. Sub semnul respectiv + sau − se trece simbolul ∪ sau ∩, pentru a seindica convexitatea sau concavitatea graficului.
 9. Desenarea graficului. Dupa ce s-a trasat un reper cartezian (format din axelede coordonate si origine) se traseaza asimptotele, punctele remarcabile ale graficului(care se preiau din tabelul de variatie), tangentele sau semitangentele ın puncteleremarcabile si, ın final, graficul functiei.
 De exemplu, sa reprezentam grafic functia f : Df → R, f (x) = x3 + 3x2.Observam ca domeniul maxim de definitie este Df = R;
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118 7. APLICATIILE DERIVATELOR
 f (0) = 0 si f (x) = 0 daca si numai daca x = 0 sau x = −3. Intersectiile cu axelesunt O (0, 0) si A (−3, 0) .
 Nu avem asimptote verticale, f fiind continua. Nu avem asimptote orizontale,
 caci limx→±∞
 f (x) = ±∞. Nu avem asimptote oblice, deoarece limx→±∞
 f(x)x
 = +∞;
 f ′ (x) = 3x2 + 6x, care are radacinile 0 si −2;f ′′ (x) = 6x+ 6, cu radacina x = −1.Tabelul de variatie a functiei f este urmatorul:
 iar graficul functiei f este trasat ın figura urmatoare.
 7.4. Demonstrarea unor inegalitati
 Scopul acestui paragraf este acela de a arata cum putem folosi cunostin- tele deanaliza matematica, la a arata unele inegalitati a caror demonstra- tie elementara
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7.5. STUDIUL ECUATIILOR 119
 (utilizand metode algebrice) este destul de grea. Un ins- trument ar fi determinareaextremelor locale, ınsa acesta de cele mai multe ori nu se dovedeste a fi eficace. Avemınsa urmatoarea
 Teorema 7.4.1.a) Daca functiile f, g : [x0, a] → R sunt derivabile si, ın plus, f (x0) ≥ g (x0),
 f ′ (x0) ≥ g′ (x0) , (∀) x > x0, atunci f (x) ≥ g (x) , (∀) x > x0.b) Daca functiile f, g : [a, x0] → R sunt derivabile si, ın plus, f (x0) ≥ g (x0),
 f ′ (x0) ≤ g′ (x0) , (∀) x < x0, atunci f (x) ≥ g (x) , (∀) x < x0.O alta metoda ar fi aceea de a nota cu h := f − g si a compara pe h cu 0.De exemplu, sa demonstram ca
 x
 x+ 1≤ ln (x+ 1) , oricare ar fi x > −1.
 Definim functia f : (−1,+∞) → R, f (x) = ln (x+ 1) − xx+1
 . Avem f (0) = 0,
 si f ′ (x) = 1x+1
 − 1(x+1)2
 = x(x+1)2
 . Rezolvand ecuatia f ′ (x) = 0, gasim x = 0. De
 asemenea, f ′ (x) < 0, daca x < 0 si f ′ (x) > 0, daca x > 0. Deci, f este strictdescrescatoare pe (−1, 0) si strict crescatoare pe (0,+∞) . Deci, f (x) ≥ 0, (∀) x >−1.
 7.5. Studiul ecuatiilor
 7.5.1. Ecuatii de tipul f (x) = g (x). Rezolvarea ecuatiilor de tipul f (x) =g (x), unde f, g : D → R ınseamna determinarea absciselor punctelor de intersectie
 a graficelor celor doua functii. In practica, aflarea exacta a solutiilor este aproapeimposibila; de aceea, din analiza variatiilor celor doua functii putem obtine informatiiprivind numarul radacinilor si aflarea unor intervale ın care aceste radacini se gasesc(separarea radacinilor).
 De exemplu, sa consideram ecuatia x3 − ax2 + a = 0, unde a este un parametrureal.
 Deoarece 1 si −1 nu sunt radacini ale ecuatiei date, putem rescrie ecuatia subforma
 x3
 x2 − 1= a,
 si trasam graficul functiei f, dupa care ıl vom intersecta cu paralele la axa Ox prinpuncte de ordonata a.
 Asimptotele sunt dreptele de ecuatii x = −1, x = 1 si y = x.Tabelul de variatie a functiei f : R\ {−1,+1} → R este urmatorul.Graficul este urmatorul.a) Pentru a ∈
 (−∞,−3
 √3
 2
 ), ecuatia are 3 solutii reale situate ın intervalele(
 −∞,−√3),(−√3,−1
 )si (0, 1) .
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120 7. APLICATIILE DERIVATELOR
 b) Pentru a = −3√3
 2, −
 √3 este radacina dubla, iar o alta solutie este ın (0, 1) .
 c) Pentru a ∈(−3
 √3
 2, 3
 √3
 2
 ), ecuatia are o singura radacina reala ın (−1, 1) etc.
 7.5.2. Sirul lui Rolle. Aceasta metoda de determinare a numarului de radacinireale ale unei ecuatii f (x) = 0, unde f : D → R, consta ın urmatoarele:
 1. Se afla f ′, radacinile sale x1, x2, ..., xn.2. Se ıntocmeste un tabel ın care prima linie a argumentului x contine ex-
 tremitatile a, b ale domeniului de definitie (sau punctele de acumulare extreme), ınordine crescatoare: a, x1, x2, ..., xn, b, pe linia a doua se trec valorile functiei ın a,x1, x2, ..., xn, b.
 3. Daca functia ia valori de semne contrare ın extremitatile unuia dintre inter-valele (a, x1) , (x1, x2) , ..., (xn, b) , atunci functia f are o singura radacina ın interiorulacestui interval.
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 Daca functia ia valori de aceleasi semne ın extremitatile unuia dintre intervalele(a, x1) , (x1, x2) , ..., (xn, b) sau se anuleaza ıntr-o extremitate, atunci functia f nuare nici o radacina interiorul acestui interval.
 De exemplu, sa determinam numarul de radacini reale ale ecuatiei
 x3 − 3x+ 1 = 0.
 Consideram functia f : R → R, f (x) = x3−3x+1. Avem f ′ (x) = 3x2−3 si punctelecritice sunt −1 si 1. Atunci sirul lui Rolle este
 x −∞ −1 1 +∞f (x) −∞ 3 −1 +∞
 Figura 28
 si astfel, avand trei alternante de semn, − + −+, toate cele trei radacini aleecuatiei date sunt reale, apartinand intervalelor (−∞,−1), (−1, 1) si (1,+∞) .
 7.6. Exercitii
 (1) Determinati intervalele de monotonie si extremele urmatoarelor functii:a) f : R → R, f (x) = x3 − 1;b) f : R → R, f (x) = |x+ 1| ;c) f : R∗
 + → R, f (x) = x lnx;
 d) f : R∗+ → R, f (x) = x
 1x .
 R: a) f ′ ≥ 0, pe R;b) f este strict descrescatoare pe (−∞,−1) , x = −1 este punct de extrem,nu exista f ′ (−1);c) f ′ (1
 e
 )= 0;
 d) x = e este punct de maxim.(2) Determinati intervalele de convexitate si de concavitate ale urma- toarelor
 functii:a) f : R → R, f (x) = x3 + 3x2;b) f : [0, 2π] → R, f (x) = sin x;c) f : R → R, f (x) = x
 x2+1.
 R: a) f este concava pe (−∞,−1) si convexa pe (−1,+∞) ;b) f este convexa pe [0, π] si concava pe (π, 2π];c) f este convexa pe
 (−√3, 0)∪(√
 3,+∞)si concava pe(
 −∞,−√3)∪(0,√3).
 (3) Determinati punctele de inflexiune ale urmatoarelor functii:a) f : R∗
 + → R, f (x) = |lnx− 1| ;b) f : R → R, f (x) = |x2 − 4x|.R: a) x = 1; b) x = 0 si x = 4.
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 (4) Sa se reprezinte grafic functiile f : D → R, unde D este domeniul maximde definitie:a) f (x) = x
 x+1;
 b) f (x) = e1x ;
 c) f (x) = e−x2;
 d) f (x) = lnxx−1
 ;e) f (x) = sinx− cos x;f) f (x) = arcsin 2x
 x2+1;
 g) f (x) = x1x .
 (5) Sa se arate ca:a) x ≤ ex − 1 ≤ xex, (∀) x ∈ R;b) lnx
 x−1≤ 1√
 x, (∀) x ∈ (0,+∞) \ {1} .
 R: a) Se considera functiile f1, f2 : R → R, f1 (x) = ex − x − 1 si f2 (x) =xex − ex + 1 si se arata ca f1 (x) ≥ 0, f2 (x) ≥ 0, (∀) x ∈ R.b) Se considera functia f : (0,+∞) \ {1} → R, f (x) = lnx
 x−1− 1√
 xsi se arata
 ca f (x) ≤ 0, (∀) x ∈ (0,+∞) \ {1} .(6) Sa se gaseasca numarul de radacini reale ale ecuatiilor:
 a) ex − x = 3;b) x3 + 3x2 + 2 = 0;c) 2x − x ln 2− 1 = 0;d) 2 ln x+ x2 − 4x+ 2 = 0.R: Folosind, de exemplu sirul lui Rolle, obtinem:a) doua radacini reale;b) doua radacini reale;c) o radacina reala;d) o radacina reala.
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 Integrala
 8.1. Integrala nedefinita
 Fie I un interval si f : I → R o functie.Definitie 8.1.1. Spunem ca f admite primitive pe I daca exista o functie
 F : I → R astfel ıncat:a) F este derivabila pe I;b) F ′ (x) = f (x) , (∀) x ∈ I.Functia F se numeste primitiva a lui f.Definitie 8.1.2. Daca f : I → R este o functie care admite primitive pe I,
 atunci multimea tuturor primitivelor sale o numim integrala nedefinita a lui f sio notam cu
 ∫f (x) dx.
 Putem scrie ∫f (x) dx = F (x) + C, C ∈ R.
 Proprietati ale functiilor ce admit primitive:1. Orice doua primitive pe un interval ale unei functii difera printr-o constanta
 aditiva.2. Daca o functie admite primitive pe un interval, atunci ea are proprietatea lui
 Darboux pe acel interval. Deci, pentru a arata ca o functie nu admite primitive, estesuficient sa demonstram ca nu are proprietatea lui Darboux pe acel interval.
 3. Orice functie continua pe un interval admite primitive pe acel interval.4. Daca f si g : I → R sunt doua functii ce admit primitive pe I si λ ∈ R,
 atunci ∫[f (x) + g (x)] dx =
 ∫f (x) dx+
 ∫g (x) dx,∫
 λf (x) dx = λ
 ∫f (x) dx.
 Primul tabel de integrale nedefinite
 123
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124 8. INTEGRALA
 ∫xndx = xn+1
 n+1+ C, x ∈ I ⊂ R, n ∈ N∗∫
 xrdx = xr+1
 r+1+ C, x ∈ (0,+∞) ⊂ R, r ∈ R \ {−1}∫
 axdx = ax
 ln a+ C, x ∈ I ⊂ R, a > 0, a = 1∫
 dxx
 = ln |x|+ C, x ∈ I ⊂ R∗∫dx
 x2−a2 = 12aln∣∣x−ax+a
 ∣∣+ C, x ∈ I ⊂ R\ {±a} , a > 0∫dx
 x2+a2= 1
 aarctg x
 a+ C, x ∈ I ⊂ R, a > 0∫
 sin xdx = − cosx+ C, x ∈ I ⊂ R∫cos xdx = sinx+ C, x ∈ I ⊂ R∫tg xdx = − ln |cosx|+ C, x ∈ I ⊂ R\
 {π2+ kπ| k ∈ Z
 }∫ctg xdx = − ln |sinx|+ C, x ∈ I ⊂ R\ {kπ| k ∈ Z}∫dx
 cos2 x= tg x+ C, x ∈ I ⊂ R\
 {π2+ kπ| k ∈ Z
 }∫dx
 sin2 x= − ctg x+ C, x ∈ I ⊂ R\ {kπ| k ∈ Z}∫
 dx√x2+a2
 = ln(x+
 √x2 + a2
 )+ C, x ∈ I ⊂ R, a > 0∫
 dx√x2−a2 = ln
 ∣∣x+√x2 − a2
 ∣∣+ C, x ∈ I ⊂ R\ [−a, a], a > 0∫dx√a2−x2 = arcsin x
 a+ C, x ∈ I ⊂ (−a, a), a > 0
 8.1.1. Metoda de integrare prin parti. Teorema 8.1.1. Fie f, g : I → Rdoua functii. Daca f si g sunt derivabile cu derivate continue, atunci fg, f ′g, fg′
 admit primitive si avem relatia∫f (x) g′ (x) dx = f (x) g (x)−
 ∫f ′ (x) g (x) dx.
 De exemplu sa calculam:1. ∫
 x lnxdx =
 ∫ (x2
 2
 )′
 lnxdx =x2
 2lnx−
 ∫x2
 2(lnx)′ dx
 =x2
 2lnx−
 ∫x2
 2· 1xdx =
 =x2
 2lnx− x2
 4+ C, C ∈ R.
 2.
 I =
 ∫ √x2 + 2dx =
 ∫x2 + 2√x2 + 2
 dx =
 ∫x2√x2 + 2
 dx+
 ∫2√
 x2 + 2dx =
 = I1 + I2.
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 I1 =
 ∫x2√x2 + 2
 dx =
 ∫x(√
 x2 + 2)′dx =
 = x√x2 + 2−
 ∫ √x2 + 2dx = x
 √x2 + 2− I,
 I2 =
 ∫2√
 x2 + 2dx = 2 ln
 (x+
 √x2 + 2
 )+ C, C ∈ R.
 Deci,
 I =1
 2x√x2 + 2 + ln
 (x+
 √x2 + 2
 )+ C, C ∈ R.
 3. ∫xexdx =
 ∫x (ex)′ dx = xex −
 ∫exdx = xex − ex + C, C ∈ R.
 8.1.2. Metoda ıntai de schimbare de variabila ın integrala nedefinita.Teorema 8.1.2. Fie φ : I → J, f : J → R, cu I si J intervale. Daca φ estederivabila si f admite primitive, F fiind o primitiva a sa, atunci (f ◦ φ)φ′ admiteprimitive si F ◦ φ este o primitiva a sa.
 De exemplu, sa calculam:∫4x+ 2
 x2 + x+ 3dx = 2
 ∫2x+ 1
 x2 + x+ 3dx = 2
 ∫(x2 + x+ 3)
 ′
 x2 + x+ 3dx =
 = 2
 ∫φ′ (x)
 φ (x)dx = 2 ln |φ (x)|+ C =
 = 2 ln∣∣x2 + x+ 3
 ∣∣+ C, C ∈ Runde
 φ (x) = x2 + x+ 3 = t, φ : R → [11
 4,+∞), este derivabila
 f (t) =1
 t, f : [
 11
 4,+∞) → R admite primitive,
 F (t) = ln |t| = ln t,
 functia
 (F ◦ φ) (x) = F (φ (x)) = F(x2 + x+ 3
 )= ln
 (x2 + x+ 3
 ).
 Deci ∫4x+ 2
 x2 + x+ 3dx = ln
 (x2 + x+ 3
 )+ C, C ∈ R.
 Similar primului tabel, pe domeniile de existenta avem al doilea tabel de integralenedefinite
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 ∫φ (x)n φ′ (x) dx = φ(x)n+1
 n+1+ C∫
 φ (x)r φ′ (x) dx = φ(x)r+1
 r+1+ C∫
 aφ(x)φ′ (x) dx = aφ(x)
 ln a+ C∫ φ′(x)
 φ(x)dx = ln |φ (x)|+ C∫ φ′(x)
 φ(x)2−a2dx = 12aln∣∣∣φ(x)−aφ(x)+a
 ∣∣∣+ C∫ φ′(x)
 φ(x)2+a2dx = 1
 aarctg φ(x)
 a+ C∫
 sinφ (x)φ′ (x) dx = − cosφ (x) + C∫cosφ (x)φ′ (x) dx = sinφ (x) + C∫tg φ (x)φ′ (x) dx = − ln |cosφ (x)|+ C∫ctg φ (x)φ′ (x) dx = − ln |sinφ (x)|+ C∫ φ′(x)cos2 φ(x)
 dx = tg φ (x) + C∫ φ′(x)sin2 φ(x)
 dx = − ctg φ (x) + C∫ φ′(x)√φ(x)2+a2
 dx = ln
 (φ (x) +
 √φ (x)2 + a2
 )+ C∫ φ′(x)√
 φ(x)2−a2dx = ln
 ∣∣∣∣φ (x) +√φ (x)2 − a2
 ∣∣∣∣+ C∫ φ′(x)√a2−φ(x)2
 dx = arcsin φ(x)a
 + C
 8.1.3. Metoda a doua de schimbare de variabila ın integrala nedefinita.Teorema 8.1.3. Daca φ : I → J si f : J → R verifica urmatoarele proprietati:
 1) φ este bijectiva, derivabila, cu derivata nenula pe I;2) h = (f ◦ φ)φ′ admite primitive si H este o primitiva a sa,
 atunci f admite primitive si H ◦ φ−1 este o primitiva a sa, adica∫f (x) dx =
 (H ◦ φ−1
 )(x) + C, C ∈ R.
 De exemplu, sa calculam: ∫e2x
 1 + exdx, x ∈ R.
 Avem
 f (x) =e2x
 1 + ex, f : R → R,
 φ−1 (x) = ex = t, φ−1 : R → (0,+∞) ,
 x = ln t = φ (t) , φ : (0,+∞) → R.
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 Cum φ′ (t) = 1t, φ bijectiva, φ derivabila, φ′ (t) = 0, t ∈ (0,+∞) , iar
 h (t) = f (φ (t))φ′ (t) =t
 t+ 1,∫
 h (t) dt =
 ∫t
 t+ 1dt =
 ∫t+ 1− 1
 t+ 1dt =
 =
 ∫ (1− 1
 t+ 1
 )dt = t− ln |t+ 1|+ C =
 = t− ln (t+ 1) + C, C ∈ R,
 rezulta ca o primitiva a lui h este
 H (t) = t− ln (t+ 1) ,
 iar (H ◦ φ−1
 )(x) = H
 (φ−1 (x)
 )= H (ex) = ex − ln (ex + 1) .
 Deci, ∫e2x
 ex + 1dx = ex − ln (ex + 1) + C, C ∈ R.
 8.1.4. Integrarea functiilor rationale. Reamintim ca functia f : I → R senumeste rationala daca exista doua polinoame P si Q ∈ R [X], astfel ıncat f (x) =P (x)Q(x)
 , (∀) x ∈ I.
 Functiile rationale simple sunt cele de forma:1. functiile polinomiale;2. functiile A
 (x−a)n , n ∈ N∗;
 3. functiile Ax+B(ax2+bx+c)n
 , n ∈ N∗, a = 0, b2 − 4ac < 0.
 Pentru integrarea functiilor rationale simple avem:1. Se aplica formula 1 din primul tabel de integrale nedefinite;2. Pentru n = 1, avem∫
 A
 x− adx = A ln |x− a|+ C, C ∈ R;
 iar pentru n ≥ 2,∫A
 (x− a)ndx = A
 ∫(x− a)′
 (x− a)ndx = A
 ∫φ (x)−n φ′ (x) dx =
 = Aφ (x)−n+1
 −n+ 1+ C =
 =A
 (−n+ 1) (x− a)n−1 + C, C ∈ R.
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 3. Deoarece trinomul ax2 + bx+ c se poate scrie sub forma unei sume de patrate
 a
 [(x+
 b
 2a
 )2
 +
 (√−∆
 2a
 )2],
 avem
 In =
 ∫Ax+B
 (ax2 + bx+ c)ndx =
 ∫A′x+B′
 (x2 + k2)ndx =
 =A′
 2
 ∫2x
 (x2 + k2)ndx+B′
 ∫dx
 (x2 + k2)n
 si astfel integrala la care se reduce calculul este
 In =
 ∫dx
 (x2 + k2)n, k = 0, n ∈ N∗.
 Pentru n = 1, avem
 I1 =
 ∫dx
 x2 + k2=
 1
 karctg
 x
 k+ C, C ∈ R;
 iar pentru n ≥ 2,
 In =
 ∫(x2 + k2)− k2
 (x2 + k2)n−1 dx =1
 k2
 ∫dx
 (x2 + k2)n−1 − 1
 k2
 ∫x2dx
 (x2 + k2)n
 =1
 k2In−1 +
 1
 2 (n− 1) k2
 ∫x
 (1
 (x2 + k2)n−1
 )′
 dx
 =1
 k2In−1 +
 1
 2 (n− 1) k2x
 (x2 + k2)n−1 − 1
 2 (n− 1) k2
 ∫dx
 (x2 + k2)n−1
 =1
 k2In−1 +
 1
 2 (n− 1) k2x
 (x2 + k2)n−1 − 1
 2 (n− 1) k2In−1,
 deci
 In =x
 2 (n− 1) k2 (x2 + k2)n−1 +2n− 3
 2 (n− 1) k2In−1.
 Orice functie rationala se descompune ıntr-o suma de functii rationale simple.Pentru descompunere, grad P < grad Q. Daca grad P ≥ grad Q, atunci se ımparte
 P la Q si se obtine P (x)Q(x)
 = C (x) + R(x)Q(x)
 , unde grad R < grad Q.
 De exemplu, pentru ∫x2 + x+ 1
 (x− 1)3 (x2 − x+ 1)2dx,
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 avem
 f (x) =x2 + x+ 1
 (x− 1)3 (x2 − x+ 1)2=
 =A
 x− 1+
 B
 (x− 1)2+
 C
 (x− 1)3+
 Dx+ E
 x2 − x+ 1+
 Fx+G
 (x2 − x+ 1)2,
 de unde obtinem
 A = −2, B = −3, C = 3, D = 2, E = 3, F = 2, G = 0
 si calculul urmeaza ideile anterioare.
 8.1.5. Integrarea functiilor irationale. Fie R(x,√ax2 + bx+ c
 )o functie
 rationala depinzand de variabilele x si√ax2 + bx+ c, unde a, b, c ∈ R, a = 0 si ∆ =
 b2 − 4ac = 0. Atunci, pentru calculul integralei nedefinite∫R(x,√ax2 + bx+ c
 )dx
 se aplica metoda a doua de schimbare de variabila, dupa cum urmeaza (substitutiilelui Euler):
 1. Daca a > 0, se noteaza√ax2 + bx+ c = ±x
 √a± t;
 2. Daca c > 0 si 0 /∈ I, se noteaza√ax2 + bx+ c = ±
 √c± tx;
 3. Daca ∆ > 0 si x1, x2 /∈ I sunt radacinile trinomului ax2 + bx + c, se noteaza√a (x− x1) (x− x2) = (x− x1) t.De exemplu, sa calculam integralele:1. I =
 ∫dx
 x−√x2+2x+4
 , x ∈ R.Avem f (x) = 1
 x−√x2+2x+4
 , f : R → R si
 √x2 + 2x+ 4 = x− t.
 Rezulta
 φ−1 : R → (−∞,−1) , φ−1 (x) = x−√x2 + 2x+ 4 = t,
 φ−1 : R → (−∞,−1) , φ (t) =t2 − 4
 2t+ 2= x,
 φ′ (t) =t2 + 2t+ 4
 2 (t+ 1)2.
 Astfel, φ este derivabila, bijectiva cu φ′ (t) = 0, (∀) t ∈ (−∞,−1) .
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 Rezulta∫h (t) dt =
 ∫f (φ (t))φ′ (t) dt =
 ∫t2 + 2t+ 4
 2t (t+ 1)2dt =
 =
 ∫ (2
 t− 3
 2 (t+ 1)− 3
 2 (t+ 1)2
 )dt =
 = 2 ln (−t)− 3
 2ln (−t− 1) +
 3
 2 (t+ 1)+ C, C ∈ R.
 Deci,
 H (t) = 2 ln (−t)− 3
 2ln (−t− 1) +
 3
 2 (t+ 1)si
 I = H(φ−1 (x)
 )+ C = H
 (x−
 √x2 + 2x+ 4
 )+ C, C ∈ R.
 2. I =∫
 dx1+
 √x2+2x+2
 , x ∈ (0,+∞) .
 Avem f (x) = 11+
 √x2+2x+2
 , f : (0,+∞) → R si√x2 + 2x+ 2 =
 √2 + tx.
 Rezulta
 φ−1 : (0,+∞) →
 (√2
 2, 1
 ), φ−1 (x) =
 √x2 + 2x+ 2−
 √2
 x= t,
 φ :
 (√2
 2, 1
 )→ R, φ (t) =
 2− 2√2t
 t2 − 1= x,
 φ′ (t) =2√2(t2 − t
 √2 + 1
 )(t2 − 1)2
 .
 Astfel, φ este derivabila, bijectiva cu φ′ (t) = 0, (∀) t ∈(√
 22, 1).
 Rezulta∫h (t) dt =
 ∫f (φ (t))φ′ (t) dt =
 ∫2√2(t2 − t
 √2 + 1
 )t2(√
 2− 1)− 2t+
 √2 + 1
 dt =
 = H (t) + C, C ∈ Rsi
 I = H(φ−1 (x)
 )+ C = H
 (√x2 + 2x+ 2−
 √2
 x
 )+ C, C ∈ R.
 3. I =∫
 x+1√−x2+4x+5
 dx, x ∈ (−1, 5) .
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 Avem f (x) = x+1√−x2+4x+5
 , f : (−1, 5) → R si cum
 −x2 + 4x+ 5 = (x+ 1) (5− x) ,
 notam √−x2 + 4x+ 5 = t (x+ 1) .
 Rezulta
 φ−1 : (−1, 5) → (0,+∞) , φ−1 (x) =
 √5− x
 x+ 1= t,
 φ : (0,+∞) → (−1, 5) , φ (t) =5− t2
 t2 + 1= x,
 φ′ (t) =−12t
 (t2 + 1)2.
 Astfel, φ este derivabila, bijectiva cu φ′ (t) = 0, (∀) t ∈ (0,+∞) .Rezulta ∫
 h (t) dt =
 ∫f (φ (t))φ′ (t) dt =
 ∫−12
 (t2 + 1)2dt
 = H (t) + C, C ∈ Rsi
 I = H(φ−1 (x)
 )+ C = H
 (√5− x
 x+ 1
 ), C ∈ R.
 8.1.6. Integrarea functiilor trigonometrice. Fie R (sinx, cosx) o functierationala depinzand de variabilele sinx si cosx. Atunci, pentru calculul integraleinedefinite
 ∫R (sinx, cosx) dx se fac urmatoarele schimbari de variabila:
 1. Daca R este impara ın sin x, atunci se noteaza cosx = t si se aplica metodaıntai de schimbare de variabila;
 2. Daca R este impara ın cos x, atunci se noteaza sinx = t si se aplica metodaıntai de schimbare de variabila;
 3. Pe cazul general, se noteaza tg x2= t si se aplica metoda a doua de schimbare
 de variabila.De exemplu, sa calculam integralele:
 1. I =∫ sinx(1+cosx)
 2−cosxdx, x ∈
 (0, π
 2
 ).
 Avem R impara ın sin x, deci cu schimbarea de variabila cos x = t, gasim
 I = −∫
 (cosx)′ (1 + cos x)
 2− cos xdx = −
 ∫φ′ (x) (1 + φ (x))
 2− φ (x)dx,
 unde φ (x) = cosx = t, φ :(0, π
 2
 )→ (0, 1), f (t) = 1+t
 2−t , f : (0, 1) → R. Dupa calculul
 lui∫f (t) dt = F (t) + C, C ∈ R obtinem ca I = F (φ (x)) + C, C ∈ R.

Page 132
                        

132 8. INTEGRALA
 2. I =∫cos9 xdx, x ∈
 (−π
 2, π2
 ).
 Avem R impara ın cos x, deci cu schimbarea de variabila sin x = t, gasim
 I =
 ∫(sinx)′
 (1− sin2 x
 )4dx = −
 ∫φ′ (x)
 (1− φ (x)2
 )4dx,
 unde φ (x) = cos x = t, φ :(0, π
 2
 )→ (−1, 1), f (t) = (1− t2)
 4, f : (−1, 1) → R.
 Dupa calculul lui∫f (t) dt = F (t)+C, C ∈ R obtinem ca I = F (φ (x))+C, C ∈ R.
 3. I =∫
 dxsinx(2+cosx−2 sinx)
 , x ∈(0, π
 6
 ).
 Avem φ−1 (x) = tg x2= t, φ−1 :
 (0, tg π
 12
 )→(0, π
 6
 )si x = 2 arctg t, φ :
 (0, π
 6
 )→(
 0, tg π12
 ). Dupa calculul lui
 ∫f (φ (t))φ′ (t) dt = H (t) + C, C ∈ R obtinem ca
 I = H (φ−1 (x)) + C, C ∈ R.
 8.2. Integrala definita
 Fie [a, b] ⊂ R un interval.Definitie 8.2.1. Numim diviziune a intervalului [a, b] un sistem de puncte
 ∆ = (x0, x1, ..., xn−1, xn), astfel ıncat a = x0 < x1 < ... < xn−1 < xn = b. Cea mimare dintre lungimile intervalelor [x0, x1] , [x1, x2] , ..., [xn−1, xn] se numeste normadiviziunii ∆ si se noteaza
 ∥∆∥ = maxi∈{1,2,...,n}
 (xi − xi−1) .
 Fie f : [a, b] → E o diviziune a intervalului [a, b] si ξ1, ξ2, ..., ξn un sistemde puncte intermediare pentru diviziunea ∆ astfel ıncat ξi ∈ [xi−1, xi], pentrui ∈ {1, 2, ..., n} . Numarul real
 ∑ni=1 f (ξi) (xi − xi−1) se numeste suma Riemann
 atasata functiei f, diviziunii ∆ si sistemului de puncte intermediare ξ, si se noteaza
 σ∆ (f, ξ) =n∑i=1
 f (ξi) (xi − xi−1) .
 Pentru o functie f : [a, b] → R pozitiva, notam cu
 Γf :={(x, y) ∈ R2| x ∈ [a, b] , y ∈ [0, f (x)]
 }subgraficul functiei f.
 Observatie 8.2.1. Suma Riemann este aproximativ egala cu aria subgraficului,
 σ∆ (f, ξ) ≈ Aria (Γf ) .
 Definitie 8.2.1. Functia f : [a, b] → R se numeste integrabila Riemann pe[a, b] daca exista un numar real I ∈ R cu proprietatea ca (∀) ϵ > 0, (∃) η = η (ϵ) > 0,astfel ıncat (∀) ∆ = (x0, x1, ..., xn) o diviziune a intervalului [a, b] cu ∥∆∥ < η si (∀)ξ sistem de puncte intermediare diviziunii ∆, sa avem
 |σ∆ (f, ξ)− I| < ϵ.
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 Observatie 8.2.2. Daca o functie este integrabila, atunci numarul I din definitie
 se numeste integrala definita a functiei f si se noteaza∫ baf (x) dx.
 Observatie 8.2.3. Integrala definita este un numar, spre deosebire de integralanedefinita, care este o multime de functii.
 Observatie 8.2.4. Daca o functie este integrabila, numarul I este unic.Propozitie 8.2.1.Orice functie integrabila este marginita.Orice functie continua este integrabila.Orice functie monotona este integrabila.Pentru a arata ca o functie nu este integrabila, este suficient sa aratam ca este
 nemarginita.
 De exemplu, functia f (x) =
 {5, daca x = 01x, daca x ∈ (0, 3]
 este neintegrabila, fiind nemarginita
 superior.Functia f : [0, 3] → R, f (x) = x2 este continua, deci integrabila pe [0, 3] .
 Functia f : [1, 3] → R, f (x) ={x, daca x ∈ [1, 2]2x, daca x ∈ (2, 3]
 nu este continua, dar fiind
 crescatoare, este integrabila.Proprietati ale integralei definite
 1.∫ ba[f (x) + g (x)] dx =
 ∫ baf (x) dx+
 ∫ bag (x) dx.
 2.∫ bacf (x) dx = c
 ∫ baf (x) dx, c ∈ R
 3.∫ baf (x) dx =
 ∫ caf (x) dx+
 ∫ bcf (x) dx, daca f este integrabila pe [a, c] si [c, b],
 c ∈ [a, b] .
 4.∫ baf (x) dx = −
 ∫ abf (x) dx.
 5.∫ aaf (x) dx = 0.
 6. Daca f este integrabila pe [a, b], cu a < b, ea este marginita si daca f (x) ∈[m,M ] , (∀) x ∈ [a, b], atunci
 m (b− a) ≤∫ b
 a
 f (x) dx ≤M (b− a) .
 7. Daca f (x) ≥ 0, (∀) x ∈ [a, b], atunci∫ b
 a
 f (x) dx ≥ 0.
 8. Daca f (x) ≤ g (x) , (∀) x ∈ [a, b], atunci∫ b
 a
 f (x) dx ≤∫ b
 a
 g (x) dx.
 9.∣∣∣∫ ba f (x) dx∣∣∣ ≤ ∫ ba |f (x)| dx, daca a < b.
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 10. Daca f : [a, b] → R este continua, pozitiva si [c, d] ⊂ [a, b], atunci∫ d
 c
 f (x) dx ≤∫ b
 a
 f (x) dx.
 11. Daca f : [a, b] → R, a < b este continua, pozitiva si neidentic nula pe [a, b],atunci ∫ b
 a
 f (x) dx > 0.
 Teorema 8.2.1(Teorema de medie). Daca f : [a, b] → R este continua, atunciexista un punct ξ ∈ [a, b] astfel ıncat∫ b
 a
 f (x) dx = (b− a) f (ξ) .
 Teorema 8.2.2 (Formula Leibniz-Newton). Daca f : [a, b] → R este integrabilasi admite primitive, F fiind o primitiva a sa, atunci∫ b
 a
 f (x) dx = F (x) |ba= F (b)− F (a) .
 Teorema 8.2.3.1. Fie f : [a, b] → R o functie continua. Atunci functia F : [a, b] → R,
 F (x) =
 ∫ x
 a
 f (t) dt
 este o primitiva a functiei f care se anuleaza ın a.2. Fie f : [a, b] → R o functie continua. Daca g : [a, b] → R, este o primitiva a
 lui f ce se anuleaza ın x0 ∈ [a, b], atunci
 g (x) =
 ∫ x
 x0
 f (t) dt.
 8.2.1. Metoda de integrare prin parti. Teorema 8.2.4. Daca f, g : [a, b] →R sunt functii derivabile cu derivatele continue, atunci∫ b
 a
 f (x) g′ (x) dx = f (x) g (x) |ba −∫ b
 a
 f ′ (x) g (x) dx.
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 De exemplu, sa calculam∫ e2
 e
 ln2 xdx =
 ∫ e2
 e
 x′ ln2 xdx = x ln2 x |e2e −2
 ∫ e2
 e
 xlnx
 xdx =
 = x ln2 x |e2e −2
 ∫ e2
 e
 x′ lnxdx =
 = x ln2 x |e2e −2x lnx |e2e +2
 ∫ e2
 e
 x
 xdx =
 = x ln2 x |e2e −2x lnx |e2e +2x |e2e = 2e2 − e.
 8.2.2. Metoda ıntai de schimbare de variabila ın integrala definita.Teorema 8.2.5. Fie φ : [a, b] → J si f : J → R, astfel ıncat φ este derivabilacu derivata continua si f este continua. Atunci∫ b
 a
 f (φ (x))φ′ (x) dx =
 ∫ φ(b)
 φ(a)
 f (t) dt.
 De exemplu, sa calculam
 I =
 ∫ −1
 −2
 exdx√1− e2x
 =
 ∫ −1
 −2
 (ex)′ dx√1− (ex)2
 =
 ∫ −1
 −2
 (φ (x))′ dx√1− (φ (x))2
 ,
 unde φ (x) = ex = t, φ : [−2,−1] →[
 1e2, 1e
 ]. Definim si functia f :
 [1e2, 1e
 ]→ R, prin
 f (t) = 1√1−t2 . Cum φ (−2) = 1
 e2si φ (−1) = 1
 e, rezulta ca
 I =
 ∫ 1e
 1e2
 dt√1− t2
 = arcsin t |1e1e2= arcsin
 1
 e− arcsin
 1
 e2.
 8.2.3. Metoda a doua de schimbare de variabila ın integrala definita.Teorema 8.2.6. Fie φ : [a, b] → [c, d] si f : [c, d] → R, astfel ıncat:
 1. φ este bijectiva, iar φ si φ−1 sunt derivabile cu derivatele continue;2. f este continua.Atunci ∫ b
 a
 f (φ (x)) dx =
 ∫ φ(b)
 φ(a)
 f (t)(φ−1
 )′(t) dt.
 De exemplu, sa calculam
 I =
 ∫ ln 6
 ln 5
 √ex − 1
 ex + 1dx.
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 Notam t = ex = φ (x) , cu φ : [ln 5, ln 6] → [5, 6] si f (t) =√
 t−1t+1
 , cu f : [5, 6] → R.Atunci x = ln t = φ−1 (f) si (φ−1)
 ′(t) = 1
 t.
 Avem
 I =
 ∫ 6
 5
 √t− 1
 t+ 1· 1tdt =
 ∫ 6
 5
 t− 1√t2 − 1
 · 1tdt =
 =
 ∫ 6
 5
 1√t2 − 1
 dt−∫ 6
 5
 1
 t√t2 − 1
 dt =
 = ln∣∣∣t+√
 t2 − 1∣∣∣ |65 + ∫ 6
 5
 (1t
 )′√1−
 (1t
 )2dt == ln
 ∣∣∣t+√t2 − 1
 ∣∣∣ |65 +arcsin1
 t|65=
 = ln6 +
 √35
 5 +√24
 + arcsin1
 6− arcsin
 1
 5.
 8.3. Exercitii
 (1) Calculati urmatoarele integrale nedefinite, folosind metoda de integrare prinparti:a)∫x3 ln2 xdx
 b)∫x3√x2 + 9dx
 c)∫sin2 xdx
 d)∫lnn xdx, n ∈ N
 e)∫xex sin xdx
 f)∫
 dxsinn x
 , n ≥ 2
 g)∫
 dx(x2+1)n
 , n ∈ Nh)∫(arcsinx)n dx, n ∈ N
 i)∫xm lnn xdx, m, n ∈ N
 j)∫arctg xdx
 R: a) 14x4 ln2 x− 1
 8x4 lnx+ 1
 32x4 + C, C ∈ R
 b) 15x2(√
 (x2 + 9))3
 − 65
 (√(x2 + 9)
 )3+ C, C ∈ R
 c) −12cosx sinx+ 1
 2x+ C, C ∈ R
 d) In = x lnn x− nIn−1, n ∈ N∗, I0 = x+ C, C ∈ Re)(−1
 2x+ 1
 2
 )ex cosx+ 1
 2xex sin x+ C, C ∈ R
 f) In = 2−n1−nIn−2 +
 cosx(1−n) sinn−1 x
 g) In = 3−2n2−2n
 In−1 − x(2−2n)(x2+1)n−1
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 h) In = x (arcsin x)n + n√1− x2 (arcsinx)n−1 − n (n− 1) In−2
 i) Im,n = xm+1 lnn xm+1
 − nm+1
 Im,n−1
 j) x arctg x− 12ln (1 + x2) + C, C ∈ R.
 (2) Calculati urmatoarele integrale nedefinite, folosind metoda ıntai de schim-bare de variabila:a)∫
 sinx1+cos2 x
 dx, x ∈ Rb)∫
 1+ tg2xtg x
 dx, x ∈(0, π
 2
 )c)∫
 x2
 1+x3dx, x ∈ R
 d)∫
 sin5 xcosx
 dx, x ∈(−π
 2, π2
 )e)∫ √
 x2 − 3x+ 2dx, x ∈ (2,+∞)
 f)∫x (1 + x2)
 2dx, x ∈ R
 g)∫
 arcsinxx2
 dx, x ∈ (0, 1)
 h)∫
 dx
 x√
 1−ln2 x, x ∈
 (1e, e)
 i)∫ cos2 x
 2
 x+sinxdx, x ∈
 (0, π
 2
 )j)∫
 1ex+e−xdx, x ∈ R
 k)∫ cos(lnx)
 xdx, x ∈ (0,+∞)
 l)∫
 dx√1−x2(arcsinx)n , n ∈ N, x ∈ (0,+∞)
 m)∫
 cosx+sinxn√sinx−cosx
 dx, n ∈ N, x ∈ (0,+∞) .
 R: a) − arctg (cos x) + C, C ∈ Rb) ln (tg x) + C, C ∈ Rc) 1
 3ln |1 + x3|+ C, C ∈ R
 d) −14sin4 x− 1
 2sin2 x− ln (cosx) + C, C ∈ R
 e) 14(2x− 3)
 √x2 − 3x+ 2−
 −18ln(x− 3
 2+√x2 − 3x+ 2
 )+ C, C ∈ R
 f) 14x4 + 1
 2x2 + C, C ∈ R
 g) − ln∣∣∣ 1x +√ 1
 x2− 1∣∣∣+ C, C ∈ R
 h) arcsin (ln x) + C, C ∈ Ri) 1
 2ln (x+ sinx) + C
 j) arctan (ex) + C, C ∈ Rk) sin (ln x) + C, C ∈ Rl) 1
 1−n (arcsin x)1−n + C, C ∈ R
 m) nn−1
 (sinx− cosx)n−1n + C, C ∈ R.
 (3) Calculati urmatoarele integrale nedefinite, folosind metoda a doua de schim-bare de variabila:
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 a)∫ √
 1+x1−xdx, x ∈ (−1, 1)
 b)∫ √
 ex−1ex+1
 dx, x ∈ (0,+∞)
 c)∫cos2
 √xdx, x ∈ (0,+∞)
 d)∫
 dx(x2+2)
 √x2+1
 , x ∈ (0,+∞)
 e)∫
 dx(x2+1)
 √2+2x
 , x ∈ R
 f)∫ √
 x+1xdx, x ∈ (0,+∞)
 g)∫
 dx1+sinx
 , x ∈(0, π
 2
 )h)∫ √
 ex − 1dx, x ∈ (0,+∞)
 R: a) −2
 √x+11−x
 x+11−x
 +1+ 2 arctg
 √x+11−x + C, C ∈ R
 b) ln(ex +
 √e2x − 1
 )+ arctg 1√
 e2x−1+ C, C ∈ R
 c) 2√x(12cos
 √x sin
 √x+ 1
 2
 √x)− 1
 2sin2 √x− 1
 2x+ C, C ∈ R
 f) 122√(x2 + x) + ln
 (x+ 1
 2+√
 (x2 + x))+ C, C ∈ R
 h) 2√(ex − 1)− 2 arctg
 √(ex − 1) + C, C ∈ R
 (4) Calculati urmatoarele integrale din functii rationale:a)∫
 4x−1x(x2−16)
 dx
 b)∫
 x+1x(x−5)3
 dx
 c)∫
 x2+x+1x(x2−4x+3)
 dx
 d)∫
 dxx(x2+1)3
 e)∫
 x2
 x4+1dx
 f)∫
 x2+x+1(x−1)3(x2−x+1)2
 dx
 g)∫
 4x2−8x(x−1)2(x2+1)2
 dx
 h)∫
 x2+x+1x3(1−x3)dx
 R: a) 116ln |x|+ 15
 32ln |x− 4| − 17
 32ln |x+ 4|+ C, C ∈ R
 b) − 1125
 ln |x| − 35(x−5)2
 + 125(x−5)
 + 1125
 ln |x− 5|+ C, C ∈ Rc) 1
 3ln |x| − 3
 2ln |−1 + x|+ 13
 6ln |x− 3|+ C, C ∈ R
 d) lnx− 12ln (x2 + 1) + 1
 2(x2+1)+ 1
 4(x2+1)2+ C, C ∈ R
 e) 18
 √2 ln x2−x
 √2+1
 x2+x√2+1
 + 14
 √2 arctan
 (x√2 + 1
 )+
 +14
 √2 arctan
 (x√2− 1
 )+ C, C ∈ R
 f)− 32(−1+x)2
 + 3−1+x
 −2 ln |−1 + x|+ln (x2 − x+ 1)+289
 √3 arctan 1
 3(2x− 1)
 √3+
 23
 −2+xx2−x+1
 + C, C ∈ R
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 g) 1−1+x
 + 2 ln |−1 + x| − ln (x2 + 1) + arctanx− 12−4x−2x2+1
 + C, C ∈ Rh) − ln |−1 + x| − 1
 2x2− 1
 x+ ln |x|+ C, C ∈ R.
 (5) Calculati urmatoarele integrale din functii irationale:a)∫
 x(1−x3)
 √1−x2dx, x ∈ (−1, 1)
 b)∫x2√−x2 + 4x+ 5dx, x ∈ (−1, 5)
 c)∫
 dx(x2+1)
 √x2+1
 , x ∈ Rd)∫
 dx(x+2)
 √x+1
 , x ∈ (−1,+∞)
 R: a) Substitutia√1− x2 = t (x+ 1) ne conduce la∫h (t) dt =
 ∫t4 − 1
 t2 (t4 + 3)dt
 care se calculeaza descompunand ın suma de functii rationale simple functiat4−1
 t2(t4+3).
 b) Se obtine−14x(√
 −x2 + 4x+ 5)3−5
 6
 (√−x2 + 4x+ 5
 )3−2516(−2x+ 4)
 √−x2 + 4x+ 5+
 2258arcsin
 (−2
 3+ 1
 3x)+ C, C ∈ R, folosind substitutia
 √−x2 + 4x+ 5 =
 t (x+ 1).c)∫
 dx(x2+1)
 √x2+1
 = x√x2+1
 + C, C ∈ R, folosind substitutia√x2 + 1 = t.
 d)∫
 dx(x+2)
 √x+1
 = 2arctan√x+ 1 + C, C ∈ R.
 Merita retinuta substitutia 1mx+n
 = t, pentru calculul integralei∫dx
 (mx+ x) (ax2 + bx+ c).
 In cazul nostru, substitutia 1x+2
 = t simplifica foarte mult calculele.(6) Calculati urmatoarele integrale din functii trigonometrice:
 a)∫
 dxsinx+3 cosx+5
 b)∫
 sinx−cosxsinx+2 cosx
 dx
 c)∫
 dxcosx cos 2x
 d)∫
 dxsinx cos 2x
 e)∫
 dxcos4 x+sin4 x
 f)∫
 sin2 xsinx+cosx
 dx
 g)∫sin 5x cosxdx
 h)∫cosx cos 2x cos 3xdx
 R: a) 215
 √15 arctan 1
 30
 (4 tan 1
 2x+ 2
 )√15 + C, C ∈ R, folosind substitutia
 tg x2= t.
 b) −35ln(− tan 1
 2x+ tan2 1
 2x− 1
 )+ 3
 5ln(1 + tan2 1
 2x)
 −25arctan
 (tan 1
 2x)+ C, C ∈ R, folosind substitutia tg x
 2= t.
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 c) Cu substitutia sin x = t se obtine
 ∫h (t) dt =
 ∫dt
 (1− t2) (1− 2t2).
 d) Cu substitutia cos x = t se obtine
 ∫h (t) dt =
 ∫dt
 (1− t2) (1− 2t2).
 e) Cu substitutia tg (2x) = t, se ajunge la 1√2arctg tg (2x)√
 2+ C, C ∈ R.
 f) Se noteaza I =∫
 sin2 xsinx+cosx
 dx si J =∫
 cos2 xsinx+cosx
 dx si se obtine I + J =∫1
 sinx+cosxdx = 1√
 2ln∣∣tg (x
 2+ π
 8
 )∣∣+ C, iar I − J =∫(− cos x+ sinx) dx =
 − sinx− cosx+ C, C ∈ R. Deci,
 I =1
 2(sinx+ cos x) +
 1
 2√2ln∣∣∣tg (x
 2+π
 8
 )∣∣∣+ C, C ∈ R.
 g) − 112cos 6x− 1
 8cos 4x+C, C ∈ R, sub integrala transformandu-se produsul
 ın suma, cu ajutorul calculului trigonometric.h) 1
 8sin 2x+ 1
 16sin 4x+ 1
 24sin 6x+ 1
 4x+ C, C ∈ R.
 (7) Calculati urmatoarele integrale definite, folosind metoda de integrare prinparti:
 a)∫ π
 2
 0x2 sin xdx
 b)∫ e1x2 lnxdx
 c)∫ π
 2
 0(cosx)n dx, n ≥ 2
 d)∫ 5
 4
 √x2 − 9dx
 e)∫ 2
 1x2√x2 + 1dx
 f)∫ 1
 2
 0arcsinxdx
 g)∫ 2
 0x2 cos2 xdx
 h)∫ 1
 0x2ex sinxdx
 R: a) π − 2; b) 29e3 + 1
 9;
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 c)
 In =
 ∫ π2
 0
 (sinx)′ (cosx)n dx =
 = sinx (cosx)n |π20 +(n− 1)
 ∫ π2
 0
 sin x (cosx)n−2 sinxdx =
 = (n− 1)
 ∫ π2
 0
 (cosx)n−2 (1− (cosx)2)dx =
 = (n− 1) In−2 − (n− 1) In.
 Deci,
 In =n− 1
 nIn−2;
 d) 10− 9 ln 3− 2√7 + 9
 2ln(4 +
 √7);
 e) 94
 √5 + 1
 8ln(−2 +
 √5)− 3
 8
 √2 + 1
 8ln(√
 2 + 1);
 f) 112π + 1
 2
 √3− 1; g) 7
 4cos 2 sin 2 + 5
 6+ cos2 2; h) 1
 2.
 (8) Calculati urmatoarele integrale definite:
 a)∫ π
 4
 −π4(tg2x+ tg4x) dx
 b)∫ 1
 2
 0xdx√1−x4
 c)∫ 1
 14
 √xdx√1−x3
 d)∫ e1
 dx
 x(1+ln2 x)
 e)∫ 2
 1dx
 x√x4+x2+1
 f)∫ π
 2
 0dx
 1+sinx
 g)∫ π
 2
 0sin3 x cos xdx
 h)∫ π
 2
 0sin2 x cosx2+sin2 x
 dx
 R: a) 23, folosind substitutia tg x = t;
 b) Substitutia x2 = t ne conduce la 12arcsin 1
 4;
 c) Substitutia√x = t ne conduce la 2
 3
 (arcsin 1
 2√2− arcsin 1
 8
 );
 d) 14π, folosind substitutia ln x = t;
 e) Se transforma integrala astfel
 I =
 ∫ 2
 1
 dx
 x3√1 + 1
 x2+ 1
 x4
 = −1
 2
 ∫ 2
 1
 (1x2
 )′√1 + 1
 x2+(
 1x2
 )2dx.
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 si se efectueaza substitutia 1x2
 = t;f) 1, folosind substitutia tg x
 2= t;
 g) 14, folosind substitutia sin x = t;
 h) 1−√2 arctg 1
 2
 √2, folosind substitutia sinx = t.
 (9) Calculati urmatoarele integrale definite, folosind metoda a doua de schim-bare de variabila:a)∫ π
 2
 0dx
 2+sinx
 b)∫ π
 4
 0ln (1 + tg x) dx
 c)∫ 5π
 4
 πsin 2x
 sin4 x+cos4 xdx
 d)∫ π
 3
 −π3
 dxsinx−2 cosx+3
 e)∫ ln 2
 1
 √ex − 1dx
 f)∫ 4
 0
 √16− x2dx
 g)∫ 4
 0
 √4x− x2dx
 h)∫ 3
 2
 √x−1xdx
 R: a) 19π√3, folosind substitutia tg x
 2= t;
 b) π4ln√2. Avem
 I =
 ∫ π4
 0
 lncos x+ sin x
 cos xdx =
 =
 ∫ π4
 0
 ln (cos x+ sin x) dx−∫ π
 4
 0
 ln cos xdx =
 =
 ∫ π4
 0
 ln(cosx+ cos
 (π2− x))
 dx−∫ π
 4
 0
 ln cos xdx =
 =
 ∫ π4
 0
 ln(2 cos
 π
 4cos(π4− x))
 dx−∫ π
 4
 0
 ln cosxdx =
 =
 ∫ π4
 0
 ln√2dx+
 ∫ π4
 0
 ln cos(π4− x)dx−
 ∫ π4
 0
 ln cos xdx =
 =π
 4ln√2 + I1 − I2,
 unde
 I1 =
 ∫ π4
 0
 ln cos(π4− x)dx, I2 =
 ∫ π4
 0
 ln cos xdx.
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 Insa, cu substitutia t = π4− x, I1 devine
 I1 =
 ∫ 0
 π4
 − ln cos tdt =
 ∫ π4
 0
 ln cos tdt = I2.
 Ramane asadar,
 I =π
 4ln√2.
 c) 14π;
 d) 2 arctg(56
 √3 + 1
 2
 )− arctg 6
 17;
 e) −2√e− 1 + 2 arctg
 √e− 1 + 2− 1
 2π, folosind substitutia ex = t;
 f) 4π, folosind substitutia x = 4 sin t;g) π; avem∫ 4
 0
 √4x− x2dx =
 ∫ 4
 0
 √4− (x− 2)2 (x− 2)′ dx =
 ∫ 2
 −2
 √4− t2dt
 si facem substitutia x = 2 sin t;h) 2
 √2− 2 arctg
 √2− 2 + 1
 2π.
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CAPITOLUL 9
 Integrale improprii
 Calculul integralei Riemann a implicat ca atat domeniul de integrare, cat sifunctia de integrat sa fie marginite. In cele ce urmeaza ne vom ocupa cu integraleleimproprii, ce reprezinta o prelungire fireasca a integralei Riemann, ın sensul ca vomstudia cazul cand domeniul de integrare sau functia de integrat sunt nemarginite,ideea de baza fiind aceea a trecerii la limita.
 9.1. Integrale pe intervale nemarginite
 Ele sunt de una din formele∫ +∞a
 f (x) dx,∫ a−∞ f (x) dx sau
 ∫ +∞−∞ f (x) dx, cand
 cel putin una din limitele de integrare este infinita.Presupunem ca f : [a,+∞) → R este o functie integrabila pe fiecare compact
 [a, x] , cu x > a.
 Definitie 9.1.1. Spunem ca integrala∫ +∞a
 f (x) dx este convergenta daca ex-
 ista limx→+∞
 ∫ xaf (t) dt si este finita. Notam ın acest caz∫ +∞
 a
 f (x) dx = limx→+∞
 ∫ x
 a
 f (t) dt.
 Integrala∫ +∞a
 f (x) dx este divergenta ın caz contrar.Observatie 9.1.1. Deoarece f este integrabila pe fiecare interval [a, x] cu x > a,
 functia F : [a,+∞) → R exista si este continua. In plus, daca exista limx→+∞
 F (x) si
 este finita, atunci ∫ +∞
 a
 f (x) dx = limx→+∞
 F (x) .
 De exemplu, pentru∫ +∞1
 1x2+1
 dx, avem F (x) =∫ x1
 1t2+1
 dt = arctg t |x1= arctg x−arctg 1 si astfel∫ +∞
 1
 1
 x2 + 1dx = lim
 x→+∞(arctg x− arctg 1) =
 π
 2− π
 4=π
 4
 si integrala∫ +∞1
 1x2+1
 dx este convergenta.
 145
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 Pe de alta parte, pentru∫ +∞0
 cosxdx, avem F (x) = sinx si nu exista limx→+∞
 F (x),
 deci integrala∫ +∞0
 cosxdx este divergenta.Celelalte tipuri de integrale improprii pe interval nemarginit se reduc la acest tip
 de integrala, deoarece∫ a
 −∞f (x) dx =
 ∫ +∞
 −af (−t) dt,∫ +∞
 −∞f (x) dx =
 ∫ a
 −∞f (x) dx+
 ∫ +∞
 a
 f (x) dx.
 Teorema 9.1.1 (Cauchy). Integrala∫ +∞a
 f (x) dx este convergenta daca si numaidaca (∀) ϵ > 0, (∃) n0 = n0 (ϵ) > 0, astfel ıncat (∀) a1, a2 > n0, sa avem∣∣∣∣∫ a2
 a1
 f (x) dx
 ∣∣∣∣ < ϵ.
 Propozitie 9.1.1. Daca∫ +∞a
 f (x) dx este convergenta, atunci cu necesitatelim
 x→+∞f (x) dx = 0.
 Propozitie 9.1.2. Daca f : [a,+∞) → R este integrabila pe fiecare interval[a, x] , cu x > a si exista o functie g : [a,+∞) → R astfel ıncat pentru orice x ≥ asa avem f (x) ≤ g (x), atunci:∫ +∞
 a
 g (x) dx convergenta implica
 ∫ +∞
 a
 f (x) dx convergenta si∫ +∞
 a
 f (x) dx divergenta implica
 ∫ +∞
 a
 g (x) dx divergenta.
 De exemplu,∫ +∞1
 e−xdx = 1− 1efiind convergenta si e−x
 2< e−x, (∀) x > 1, atunci∫ +∞
 1
 e−x2
 dx este convergenta.
 Propozitie 9.1.2. Daca f : [a,+∞) → R+, a > 0 este integrabila pe fiecareinterval [a, x] , cu x > a, atunci:
 1. daca limx→+∞
 xαf (x) exista si este finita, pentru un α > 1, atunci∫ +∞a
 f (x) dx
 este convergenta.2. daca lim
 x→+∞xαf (x) exista si este nenula, pentru un α ≤ 1, atunci
 ∫ +∞a
 f (x) dx
 este divergenta.
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 De exemplu,∫ +∞0
 1(x2+1)2
 dx este convergenta, deoarece
 limx→+∞
 x41
 (x2 + 1)2= 1 ∈ R si α = 4 > 1.
 Propozitie 9.1.3. Fie functiile f : [a,+∞) → R si g : [a,+∞) → (0,+∞)
 integrabile pe fiecare interval [a, x] , cu x > a. Daca exista limx→+∞
 |f(x)|g(x)
 = A ≥ 0 si∫ +∞a
 g (x) dx este convergenta, atunci∫ +∞a
 |f (x)| dx este convergenta.Propozitie 9.1.4 (Abel-Dirichlet). Fie functiile f si g : [a,+∞) → R cu pro-
 prietatile:1) f este continua si g este de clasa C1;2) g este monoton descrescatoare cu lim
 x→+∞g (x) = 0;
 3) M = supx∈[a,+∞)
 ∣∣∫ xaf (t) dt
 ∣∣ < +∞.
 Atunci∫ +∞a
 f (x) g (x) dx este convergenta.
 De exemplu,∫ +∞1
 cosxxαdx, cu α > 0 este convergenta, conform propozitiei 9.1.4., cu
 f (x) = cosx si g (x) = 1xα. De aici se deduce si convergenta integralelor
 ∫ +∞1
 sinx√xdx
 si∫ +∞1
 cosx√xdx.
 9.2. Integrale din functii nemarginite
 Consideram f : [a, b] → R, continua pe [a, b] \ {x0}, cu x0 ∈ [a, b] punct de discon-tinuitate de speta a doua, adica lim
 x→x0|f (x)| = +∞. Observam ca putem considera
 x0 = b, caci ın caz contrar scriem∫ b
 a
 f (x) dx =
 ∫ x0
 a
 f (x) dx−∫ x0
 b
 f (x) dx.
 Definitie 9.2.1. Integrala∫ baf (x) dx se numeste convergenta daca exista
 limx→0
 ∫ b−xa
 f (x) dx si este finita. In caz contrar, integrala numeste divergenta.
 De exemplu,∫ 1
 0dx√1−x2 = lim
 x→0
 ∫ 1−x0
 dt√1−t2 = arcsin t |1−x0 = π
 2, deci
 ∫ 1
 0dx√1−x2 este
 convergenta, functia 1√1−x2 fiind nemarginita pe [0, 1], deoarece lim
 x→1
 1√1−x2 = +∞.
 Teorema 9.2.1 (Cauchy). Integrala∫ baf (x) dx este convergenta daca si numai
 daca (∀) ϵ > 0, (∃) n0 = n0 (ϵ) > 0, astfel ıncat (∀) a1, a2 ∈ (0, n0), sa avem∣∣∣∣∫ b−a2
 b−a1f (x) dx
 ∣∣∣∣ < ϵ.
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 Propozitie 9.2.1. Daca f : [a, b) → R∗+, este integrabila pe fiecare interval
 [a, b− x] , cu x ∈ (0, b− a), si daca exista g : [a, b] → R astfel ıncat (∀) t ∈ [a, b]avem f (t) ≤ g (t), atunci
 ∫ b
 a
 g (x) dx convergenta implica
 ∫ b
 a
 f (x) dx convergenta si∫ b
 a
 f (x) dx divergenta implica
 ∫ b
 a
 g (x) dx divergenta.
 Propozitie 9.2.2. Daca f : [a, b) → R∗+, este integrabila pe fiecare interval
 [a, b− x] , cu x ∈ (0, b− a), limx→b
 f (x) = +∞ si daca limx→b
 (b− x)α f (x) exista si este
 finita, pentru un α < 1, atunci∫ baf (x) dx este convergenta; daca lim
 x→b(b− x)α f (x)
 exista si este nenula, pentru un α ≥ 1, atunci∫ baf (x) dx este divergenta.
 De exemplu,∫ +∞0
 1(x2+1)2
 dx este convergenta, deoarece
 limx→+∞
 x41
 (x2 + 1)2= 1 ∈ R si α = 4 > 1.
 Propozitie 9.2.3. Fie functiile f : [a, b) → R si g : [a,+∞) → (0, b) integrabile
 pe fiecare interval [a, b− x] , cu x ∈ (0, b− a) . Daca exista limx→b
 |f(x)|g(x)
 = A ≥ 0 si∫ bag (x) dx este convergenta, atunci
 ∫ +∞a
 |f (x)| dx este convergenta.
 De exemplu, integrala∫ 1
 0dx
 (1+x3)√1−x2 este convergenta, conform pro- pozitiei 9.2.3,
 cu f (x) = 1(1+x3)
 √1−x2 si g (x) = 1√
 1−x .
 9.3. Exercitii
 (1) Studiati natura urmatoarelor integrale improprii si, ın caz de convergenta,calculati valoarea integralei:a)∫ +∞0
 dxx3+1
 ; b)∫ +∞0
 dxx4+1
 ; c)∫ +∞0
 dx(x2+1)2
 ; d)∫ +∞0
 arctg x
 (x2+1)√x2+1
 dx; e)∫ +∞1
 arctg xx2
 dx;
 f)∫ +∞0
 x3e−xdx.R: Se aplica propozitia 9.1.2.a) lim
 x→+∞x3 1
 x3+1= 1 ∈ R, α = 3 > 1, deci integrala este convergenta. Pentru
 calculul ei, descompunem functia de integrat ın functii rationale simple
 1
 x3 + 1=
 A
 x+ 1+
 Bx+ C
 x2 − x+ 1.
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 Rezulta A = 13, B = −1
 3, C = 2
 3. Avem
 I =1
 3
 ∫ +∞
 0
 1
 x+ 1dx+
 1
 3
 ∫ +∞
 0
 −x+ 2
 x2 − x+ 1dx =
 =1
 3ln (x+ 1) |+∞
 0 +
 +1
 6
 ∫ +∞
 0
 −2x+ 1
 x2 − x+ 1dx+
 1
 2
 ∫ +∞
 0
 dx
 x2 − x+ 1
 =1
 3ln (x+ 1) |+∞
 0 −1
 6ln(x2 − x+ 1
 )|+∞0 +
 +1
 2
 1√32
 arctgx− 1
 2√32
 |+∞0
 =1
 3ln
 x+ 1√x2 − x+ 1
 |+∞0 +
 1√3arctg
 x− 12√
 32
 |+∞0
 =1
 3lim
 x→+∞ln
 x+ 1√x2 − x+ 1
 +1√3
 limx→+∞
 arctgx− 1
 2√32
 −
 +1√3arctg
 1√3
 =1√3
 π
 2+
 1√3
 π
 6=
 2√3π
 9.
 b) Integrala convergenta,∫ +∞0
 dxx4+1
 = 14π√2.
 c) Integrala convergenta,∫ +∞0
 dx(x2+1)2
 = π4. Se integreaza mai ıntai prin parti
 ∫ +∞
 0
 1
 x2 + 1dx =
 ∫ +∞
 0
 x′1
 x2 + 1dx =
 =x
 x2 + 1|+∞0 +2
 ∫ +∞
 0
 x2
 (x2 + 1)2dx =
 = limx→+∞
 x
 x2 + 1+ 2
 ∫ +∞
 0
 1
 x2 + 1dx− 2I =
 = 2
 ∫ +∞
 0
 1
 x2 + 1dx− 2I,
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 deci I = 12
 ∫ +∞0
 1x2+1
 dx = π4.
 d) Integrala convergenta,∫ +∞0
 arctanx(x2+1)
 √x2+1
 dx = 12π − 1. Avem
 I =
 ∫ +∞
 0
 (x√x2 + 1
 )′
 arctg xdx =
 =x√x2 + 1
 arctg x |+∞0 −
 ∫ +∞
 0
 x
 (x2 + 1)√x2 + 1
 dx =
 =π
 2+
 1√x2 + 1
 |+∞0 =
 π
 2− 1.
 e) Integrala convergenta,∫ +∞1
 arctg xx2
 dx = 14π + 1
 2ln 2. Avem
 I = −∫ +∞
 1
 (1
 x
 )′
 arctg xdx = −1
 xarctg x |+∞
 1 +
 +
 ∫ +∞
 1
 1
 x (x2 + 1)dx
 =π
 4− ln
 x√x2 + 1
 |+∞1 =
 π
 4+
 1
 2ln 2.
 f) Integrala convergenta, conform propozitiei 9.1.2, de exemplu cu α = 1).∫ +∞
 0
 x3e−xdx = −e−xx3 |+∞0 +3
 ∫ +∞
 0
 x2e−xdx =
 = −3e−xx2 |+∞0 +6
 ∫ +∞
 0
 xe−xdx =
 = −6xe−x |+∞0 +6
 ∫ +∞
 0
 e−xdx =
 = −6e−x |+∞0 = 6.
 (2) Studiati natura urmatoarelor integrale improprii si, ın caz de convergenta,calculati valoarea integralei:a)∫ +∞√
 2dx
 x√x2−1
 ; b)∫ +∞0
 x3e−x2dx; c)
 ∫ +∞0
 e−ax sin bxdx, a > 0.
 R: a) 14π; b) 1
 2; c) a
 a2+b2.
 (3) Studiati natura urmatoarelor integrale improprii si, ın caz de convergenta,calculati valoarea integralei:
 a)∫ 5
 2dx√
 (x−2)(5−x); b)
 ∫ 5
 2
 √x−25−xdx; c)
 ∫ 1
 −1dx
 (2−x)√1−x2 ; d)
 ∫ 1
 0dx
 (2+x)√1−x2 ; e)
 ∫ 1
 0xndx√1−x2 ,
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 n ≥ 2.R: a) Aplicam propozitia 9.2.2. Avem
 limx→2x>2
 (x− 2)α1√
 (x− 2) (5− x)= lim
 x→2x>2
 (x− 2)α−12
 1√5− x
 =
 =1√3, cu α =
 1
 2< 1.
 De asemenea,
 limx→5x<5
 (5− x)α1√
 (x− 2) (5− x)= lim
 x→5x<5
 (5− x)α−12
 1√x− 2
 =
 =1√3, cu α =
 1
 2< 1.
 Deci, integrala este convergenta. Pentru calculul ei, folosim substitutia x =2 cos2 t+ 5 sin2 t si obtinem
 ∫ 5
 2dx√
 (x−2)(5−x)= π.
 b) Analog rezulta ca integrala este convergenta si∫ 5
 2
 √x−25−xdx = 3
 2π.
 c) Integrala convergenta. Facem schimbarea de variabila 12−x = t si obtinem∫ 1
 −1dx
 (2−x)√1−x2 = 1
 3π√3.
 d) Integrala convergenta. Facem schimbarea de variabila 12+x
 = t si obtinem19π√3.
 e) Integrala convergenta. Facem schimbarea de variabila x = cos t si obtinem∫ 1
 0xndx√1−x2 =
 ∫ π2
 0(cos t)n dt, pe care am calculat-o ın exercitiul 8.3. 7c).
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CAPITOLUL 10
 Siruri si serii de functii
 10.1. Siruri de functii
 Definitie 10.1.1. Numim sir de functii pe multimea A o aplicatie f : N →Hom (A,R), unde Hom (A,R) = {f : A→ R|functie} .
 Notam f (n) = fn, unde fn : A → R, iar sirul de functii ıl notam (fn)n∈N . Dacafixam x0 ∈ A, atunci obtinem un sir (fn (x0))n∈N de puncte din R. Spunem ca sirul(fn)n∈N este convergent ın x0, daca sirul (fn (x0))n∈N este convergent ın R.
 Multimea punctelor x ∈ A, pentru care sirul (fn (x))n∈N este convergent se numestemultime de convergenta.
 Daca (fn)n∈N este convergent pe A1 ⊂ A, putem defini pe A1 o functie numitafunctia limita si data de x0 → f (x0) , unde f (x0) este limita sirului (fn (x0))n∈N .
 Convergenta definita mai sus se numeste convergenta punctuala; deci vomspune ca (fn)n∈N converge punctul la f pe A1 daca (∀) x ∈ A1, (∀) ϵ > 0, (∃)n0 = n0 (x, ϵ) ∈ N, astfel ıncat (∀) n ≥ n0, avem |fn (x)− f (x)| < ϵ.
 Observatie 10.1.1. Rangul n0 depinde atat de ϵ cat si de x.In cazul ın care rangul n0 depinde doar de ϵ obtinem alt tip de convergenta,
 convergenta uniforma.Definitie 10.1.2. Sirul de functii (fn)n∈N este convergent uniform la f pe A1
 daca (∀) ϵ > 0, (∃) n0 = n0 (ϵ) ∈ N, astfel ıncat (∀) n ≥ n0, avem |fn (x)− f (x)| < ϵ,(∀) x ∈ A1.
 Convergenta punctuala se noteaza fnp→ f , iar cea uniforma fn
 u→ f.De exemplu, sa consideram fn : [0, 1] → R, fn (x) = xn, n ∈ N. Atunci (fn)n∈N
 este punctual convergent catre f : [01, ] → R,
 f (x) =
 {1, daca x ∈ [0, 1)0, daca x = 1
 si nu converge uniform catre f pe [0, 1), deoarece dand un ϵ > 0, nu gasim un rang
 n0 ∈ N astfel ıncat xn < ϵ, oricare ar fi x ∈ [0, 1). Intr-adevar, rezolvand aceastainecuatie rezulta
 n > supx∈[0,1)
 ln 1ϵ
 ln 1x
 = +∞.
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 Insa o multime de convergenta uniforma este [0, a), cu a ∈ (0, 1) .
 10.2. Serii de functii
 Definitie 10.2.1. Fie (fn)n∈N un sir de functii pe multimea A si consideramsirul sumelor partiale sn =
 ∑nk=0 fk. Atunci perechea formata din sirurile fn si sn se
 numeste serie de functii si se noteaza∑
 n∈N fn.Seria de functii
 ∑n∈N fn se numeste convergenta punctual catre functia f
 daca sirul sumelor partiale converge punctual catre f. O serie de functii este uniformconvergenta pe A1 ⊂ A daca sirul sumelor partiale converge uniform pe A1.
 Teorema 10.2.1 (Criteriul lui Cauchy pentru siruri). Sirul de functii (fn)n∈Neste uniform convergent pe A1 daca si numai daca (∀) ϵ > 0, (∃) n0 = n0 (ϵ) ∈ N ,astfel ıncat (∀) n,m ≥ n0, avem|fn (x)− fm (x)| < ϵ, (∀) x ∈ A1.
 Teorema 10.2.2 (Transfer de marginire pentru siruri). Sirul de functii (fn)n∈Nmarginite pe A, uniform convergent pe A are functia limita f marginita pe A.
 Teorema 10.2.3 (Transfer de continuitate pentru siruri). Sirul de functii (fn)n∈Ncontinue pe A, uniform convergent pe A are functia limita f continua pe A.
 Teorema 10.2.4 (Transfer de derivabilitate pentru siruri). Fie I un interval si(fn)n∈N ⊂ Hom (I,R) un sir de functii de clasa C1 pe I, punctual convergent la f peI, cu proprietatea ca sirul derivatelor (f ′
 n)n∈N este convergent uniform pe I la functiag. Atunci functia limita f este derivabila si f ′ = g.
 Teorema 10.2.5 (Transfer de integrabilitate pentru siruri). Fie (fn)n∈N sir defunctii continue pe [a, b] si uniform convergent la f pe [a, b]. Atunci
 limn→∞
 ∫ b
 a
 fn (x) dx =
 ∫ b
 a
 limn→∞
 fn (x) dx =
 ∫ b
 a
 f (x) dx.
 Merita retinut faptul ca transferul de integrabilitate are loc si ıntr-un cadru gen-eral: daca functiile fn : [a, b] → R sunt integrabile si sirul fn este convergent uniformla f pe [a, b] .
 Teorema 10.2.6 (Criteriul lui Cauchy pentru serii). Seria de functii∑
 n∈N fneste uniform convergenta pe A1 daca si numai daca (∀) ϵ > 0, (∃) n0 = n0 (ϵ) ∈ N ,astfel ıncat (∀) n,m ≥ n0, m > n, avem |fn+1 (x) + fn+2 (x) + ...+ fm (x)| < ϵ, (∀)x ∈ A1.
 Teorema 10.2.7 (Transfer de marginire pentru serii). Seria de functii marginitepe A,
 ∑n∈N fn, uniform convergenta pe A are functia limita f marginita pe A.
 Teorema 10.2.8 (Transfer de continuitate pentru serii). Seria de functii con-tinue pe A,
 ∑n∈N fn, uniform convergenta pe A are functia limita f continua pe
 A.
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 Teorema 10.2.9 (Transfer de derivabilitate pentru serii). Fie I un interval si(fn)n∈N ⊂ Hom (I,R) un sir de functii de clasa C1 pe I, astfel ıncat seria
 ∑n∈N fn
 este punctual convergenta la f pe I, cu proprietatea ca seria derivatelor∑
 n∈N f′n
 este convergenta uniform pe I cu suma g. Atunci functia f este derivabila si f ′ = g.Teorema 10.2.10 (Criteriul lui Weierstrass). Fie A ⊂ R si seria
 ∑n∈N fn cu
 fn : A → R. Daca exista o serie cu termeni pozitivi,∑
 n∈N an, convergenta, cuproprietatea ca exista n0 ∈ N, astfel ıncat (∀) n ≥ n0 |fn (x)| ≤ an, (∀) x ∈ A, atunciseria
 ∑n∈N fn este absolut si uniform convergenta.
 De exemplu,∑
 n∈N1
 n3+x4, x ∈ R este absolut si uniform convergenta pe R,
 deoarece 1n3+x4
 ≤ 1n3 , (∀) x ∈ R si seria
 ∑n∈N
 1n3 este convergenta.
 Teorema 10.2.11 (Criteriul lui Abel). Fie A ⊂ R si seria∑
 n∈N fn, cu fn :A → R avand proprietatea ca sirul sumelor partiale este un sir egal marginit (adicaexista M > 0 astfel ıncat |
 ∑nk=1 fk (x)| ≤ M, (∀) x ∈ A). Fie an : A → [0,+∞),
 n ∈ N cu proprietatea ca pentru fiecare x ∈ A sirul (an (x))n∈N este descrescator sisirul de functii (an)n∈N este convergent uniform pe A la functia identic nula. Atunciseria
 ∑n∈N anfn este uniform convergenta.
 Corolar 10.2.1. Fie an : A → [0,+∞), n ∈ N cu proprietatea ca pentru fiecarex ∈ A sirul (an (x))n∈N este descrescator si sirul de functii (an)n∈N este convergentuniform pe A la functia identic nula. Atunci
 ∑n∈N (−1)n an este uniform convergenta
 pe A.
 De exemplu, seria∑
 n∈N (−1)n(
 3
 √x3 + 1
 n2 − x), x ∈ R este uniform convergenta,
 deoarece sirul an (x) =3
 √x3 + 1
 n2 −x este monoton descrescator si 3
 √x3 + 1
 n2 −x→ 0
 pe R.
 10.3. Serii de puteri
 Definitie 10.3.1. Seria∑
 n∈N an (x− x0)n, x ∈ R, unde an este un sir de numere
 reale si x0 ∈ R se numeste serie de puteri.Vom demonstra ca o serie de puteri este absolut convergenta ın interiorul unui
 interval deschis de centru x0, cu o anumita raza R (numita raza de convergenta),(x0 −R, x0 +R); seria este divergenta pe complementara aderentei intervalului deconvergenta, (−∞, x0 −R) ∪ (x0 +R,+∞) .
 Teorema 10.3.1. Fie seria de puteri∑
 n∈N an (x− x0)n ; consideram a :=
 lim supn→∞
 n√|an| si R =
 1a, a > 0
 +∞, a = 00, a = +∞
 .
 Atunci seria de puteri este absolut convergenta pentru |x− x0| < R si divergentapentru |x− x0| > R.

Page 156
                        

156 10. SIRURI SI SERII DE FUNCTII
 Observatie 10.3.1. Daca an = 0, n ∈ N, iar limn→∞
 ∣∣∣an+1
 an
 ∣∣∣ = b ∈ [0,+∞), atunci
 raza de convergenta este R = 1b.
 De exemplu, pentru seria∑
 n∈N nnxn, R = 0; pentru seria
 ∑n∈N
 xn
 n!, R = +∞;
 pentru seria∑
 n∈N xn, R = 1 (pentru |x| = 1 seria este divergenta, termenul ei
 general netinzand la 0).Ne vom ocupa ın cele ce urmeaza de convergenta uniforma a seriilor de puteri si
 vom deduce proprietatile functiei f : (x0 −R, x0 +R) → R, definita prin
 f (x) =∑n∈N
 an (x− x0)n .
 Teorema 10.3.2. Fie seria de puteri∑
 n∈N an (x− x0)n cu raza de convergenta
 R. Daca R < +∞, oricare ar fi ϵ > 0, seria converge uniform pe [x0 −R + ϵ, x0 +R− ϵ] ;daca R = +∞, atunci seria converge uniform pe [x0 −R0, x0 +R0] , (∀) R0 ∈ R.
 Rezulta de aici ca seria de puteri defineste o functie continua pe (x0 −R, x0 +R) ,daca R < +∞ si pe R, daca R = +∞.
 Teorema 10.3.3 (Abel). Daca seria de puteri∑
 n∈N an (x− x0)n cu raza de
 convergenta R converge ın x = x0, atunci ea converge uniform pe [x0 −R + ϵ, x0 +R− ϵ] ,(∀) ϵ > 0, catre o functie continua.
 Teorema 10.3.4. Fie (an)n∈N un sir de numere reale. Atunci seriile de puteri∑n∈N anx
 n si∑
 n∈N nanxn−1 au aceeasi raza de convergenta.
 Fie∑
 n∈N anxn o serie de puteri cu raza de convergenta R > 0; se poate construi
 astfel functia f : (−R,R) → R, f (x) =∑
 n∈N anxn.
 Teorema 10.3.5. Fie f : (−R,R) → R, f (x) =∑
 n∈N anxn. Atunci f este
 de clasa C∞ si relatia f (x) =∑
 n∈N anxn se poate deriva termen cu termen de o
 infinitate de ori ın (−R,R) .De exemplu, seria
 ∑n∈N∗ nxn−1 = 1
 (1−x)2 , x ∈ (−1, 1), deoarece seria∑
 n∈N∗ xn =1
 1−x , x ∈ (−1, 1) se deriveaza si se obtine relatia anterioara.Corolar 10.3.1. Fie f (x) =
 ∑n∈N∗ anx
 n cu raza de convergenta R = 0; atunci
 an = f (n)(0)n!
 , n ∈ N sunt unic determinati.
 10.4. Functii dezvoltabile ın serii de puteri
 Definitie 10.4.1. Spunem ca o functie reala f definita pe o vecinatate a punctu-lui x0 ∈ R este dezvoltabila ın serie de puteri centrata ın x0 daca exista a > 0 siun sir (an)n∈N de numere reale, astfel ıncat seria
 ∑n∈N an (x− x0)
 n este convergentape (x0 − a, x0 + a) , avand suma f (x) si dezvoltarea f (x) =
 ∑n∈N an (x− x0)
 n esteunica. Functia f se numeste analitica.

Page 157
                        

10.5. EXERCITII 157
 Fie f : [a, b] → R o functie de clasa C∞ si x0 ∈ (a, b) ; seria de puteri centrata
 ın x0, asociata functiei f,∑
 n∈Nf (n)(0)n!
 (x− x0)n se numeste seria Taylor a lui f ın
 jurul punctului x0.Teorema 10.4.1 (de reprezentare a functiilor de clasa C∞ prin serii Taylor).
 Fie f : [a, b] → R o functie de clasa C∞, cu proprietatea ca exista un M > 0, astfelıncat
 ∣∣f (n) (x)∣∣ ≤ M, (∀) x ∈ [a, b] , n ∈ N si fie x0 ∈ (a, b) . Atunci seria Taylor a
 lui f ın jurul lui x0 este uniform convergenta pe [a, b] catre f (x) .De exemplu,1. ex =
 ∑n∈N
 xn
 n!, x ∈ R;
 2. sin x =∑
 n∈N(−1)nx2n+1
 (2n+1)!, x ∈ R;
 3. cos x =∑
 n∈N(−1)nx2n
 (2n)!, x ∈ R;
 4. (1 + x)α = 1 +∑
 n∈N∗α(α−1)...(α−n+1)
 n!xn, x > −1, α ∈ R.
 Teorema 10.4.2. Fie∑
 n∈N anxn o serie de puteri cu raza R > 0 si suma f ;
 atunci seria de puteri∑
 n≥0ann+1
 xn+1 are raza de convergenta R si are loc relatia∫ x
 0
 f (t) dt =∑n∈N
 ann+ 1
 xn+1.
 De exemplu, ln (1− x) = −∑
 n∈N∗xn
 n+1, x ∈ (−1, 1) ; integram
 ∫ x0
 dt1−t =
 ∑n∈N
 xn+1
 n+1
 si obtinem relatia de mai sus.
 10.5. Exercitii
 (1) Sa se determine multimea de convergenta pentru urmatoarele serii de functii:a)∑
 n∈N∗
 (n+1n
 )n ( 1−x1−2x
 )n, x = 1
 2;
 b)∑
 n∈N∗sinn xnα , x ∈ R;
 c)∑∞
 n=2(−1)n
 lnn
 (1−x21+x2
 )n, x ∈ R.
 R: a) Cu criteriul radacinii obtinem
 lim supn→∞
 n√
 |fn (x)| =∣∣∣∣ 1− x
 1− 2x
 ∣∣∣∣ .Deci, seria este absolut convergenta pentru
 ∣∣ 1−x1−2x
 ∣∣ < 1, adica x ∈ (−∞, 0)∪(23,+∞
 ), pentru
 ∣∣ 1−x1−2x
 ∣∣ > 1 seria este divergenta si pentru∣∣ 1−x1−2x
 ∣∣ = 1 seria
 este divergenta ( limn→∞
 fn (0) = e = 0 si limn→∞
 ∣∣fn (23)∣∣ = e = 0).
 b) Cum
 lim supn→∞
 n√|fn (x)| = |sinx| ,
 rezulta ca seria este absolut convergenta pentru x = (2k + 1) π2; pentru x =
 2kπ + π2, seria este
 ∑n∈N∗
 1nα , deci convergenta pentru α > 1 si divergenta
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 pentru α ≤ 1; pentru x = 2kπ− π2, seria este
 ∑n∈N∗
 (−1)n
 nα , deci convergentapentru α > 0, conform criteriului lui Leibniz.c) Cu criteriul raportului, evaluam
 limn→∞
 |fn+1 (x)||fn (x)|
 =|1− x2|x2 + 1
 .
 Deci, seria este absolut convergenta pentru|1−x2|x2+1
 > 1, sau x = 0 si pentru
 x = 0 seria este∑∞
 n=2(−1)n
 lnn, care este convergenta, conform criteriului lui
 Leibniz.(2) Sa se determine multimea de convergenta pentru urmatoarele serii de puteri
 si calculati suma lor:a)∑
 n∈N∗ (−1)n+1 xn
 n;
 b)∑
 n∈N∗ (−1)n x2n+1
 2n+1.
 R: a) Avem R = limn→∞
 ∣∣∣ anan+1
 ∣∣∣ = 1, deci intervalul de convergenta este (−1, 1) .
 In x = 1 avem seria armonica alternata, deci convergenta, iar ın x = −1avem minus seria armonica divergenta. Deci seria este convergenta pe(−1, 1].Definim f : (−1, 1] → R, f (x) =
 ∑n∈N∗ (−1)n+1 xn
 n. Avem
 f ′ (x) =∑n∈N∗
 (−1)n+1 xn−1 =1
 x+ 1, |x| < 1
 si astfel f (x) = ln (x+ 1) + C, |x| < 1. Pentru x = 0 se obtine C = 0, decif (x) = ln (x+ 1) .b) Intervalul de convergenta este (−1, 1) si, folosind criteriul lui Leibnizrezulta ca seria este convergenta pe [−1, 1] . Prin derivare termen cu termen,gasim
 f ′ (x) =∑n∈N∗
 (−1)n x2n =1
 x2 + 1, |x| < 1.
 Astfel, f (x) = arctg x + C, |x| < 1. Facand x = 0, rezulta C = 0. Deci,f (x) = arctg x.
 (3) Scrieti dezvoltarea ın serie de puteri a urmatoarelor functii, indicand inter-valul pe care are loc:
 a) f (x) = arcsin x, x ∈ [−1, 1] ; b) f (x) = ln√
 1+x1−x , x ∈ (−1, 1) ;
 c) f (x) = ln(x+
 √1 + x2
 ), x ∈ R; d) F (x) =
 ∫ x0
 dt√1−t2 , x ∈ (−1, 1) ; e)
 f (x) = arctg x, x ∈ R.
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 R: a) f ′ (x) = (1− x2)− 1
 2 , x ∈ (−1, 1) si astfel
 1√1− t2
 = 1 +∑n≥1
 (2n− 1)!!
 (2n)!!t2n, |t| < 1
 si prin integrare termen cu termen pe [0, x] , |x| < 1, rezulta
 arcsinx = x+∑n≥1
 (2n− 1)!!
 (2n)!!
 x2n+1
 2n+ 1, x ∈ (−1, 1) .
 Cum seria este convergenta si ın 1− si 1, rezulta ca dezvoltarea are loc pe[−1, 1] .
 b) Analog rezulta ln√
 1+x1−x =
 ∑n∈N
 x2n+1
 2n+1, |x| < 1.
 c) ln(x+
 √1 + x2
 )= x+
 ∑n≥1 (−1)n (2n−1)!!
 (2n)!!x2n+1
 2n+1, |x| < 1.
 d) F (x) = x+∑
 n≥1(2n−1)!!(2n)!!
 x2n+1
 2n+1, |x| ≤ 1.
 e) arctg x =∑
 n∈N (−1)n x2n+1
 2n+1, |x| ≤ 1.
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CAPITOLUL 11
 Derivate partiale
 11.1. Spatii liniare (vectoriale)
 Fie Γ unul din corpurile R al numerelor reale sau C al numerelor complexe.Definitie 11.1.1. O multime E se numeste spatiu liniar (vectorial) peste
 corpul Γ daca E este ınzestrata cu o operatie aditiva (notata + : E × E → E) si ooperatie de ınmultire cu scalari din Γ (notata · : Γ × E → E), avand urmatoareleproprietati:
 V1) α (x+ y) = αx+ αy, (∀) α ∈ Γ, (∀) x, y ∈ E;V2) (α + β)x = αx+ βx, (∀) α, β ∈ Γ x ∈ E;V3) α (βx) = (αβ) y, (∀) α, β ∈ Γ, (∀) x ∈ E;V4) 1 · x = x · 1 = x, (∀) x ∈ E.Elementele spatiului liniar (vectorial) se numesc vectori. Daca Γ = R, atunci
 E se numeste spatiu liniar (vectorial) real si daca Γ = C, atunci E se numestespatiu liniar (vectorial) complex.
 De exemplu, R este spatiu liniar (vectorial) real fata de operatiile uzuale deadunare si ınmultire.
 Rn =R× R× ...× R︸ ︷︷ ︸n ori
 unde elementele lui Rn sunt n−upluri (x1, x2, ..., xn). Vom
 defini
 (x1, x2, ..., xn) + (y1, y2, ..., yn) = (x1 + y1, x2 + y2, ..., xn + yn)
 α (x1, x2, ..., xn) = (αx1, αx2, ..., αxn) ,
 oricare ar fi α ∈ R si (x1, x2, ..., xn) , (y1, y2, ..., yn) ∈ Rn. Rn devine astfel spatiuvectorial real.
 Notam elementul nul al acestui spatiu cu 0Rn , iar ın cazul general 0E.Fie E un spatiu vectorial real.Definitie 11.1.2. Se numeste produs scalar pe E o aplicatie ⟨·, ·⟩ : E×E → R
 care satisface urmatoarele proprietati:PS1) ⟨·, ·⟩ este biliniara, adica
 ⟨x, αy + βz⟩ = α ⟨x, y⟩+ β ⟨x, z⟩⟨αx+ βy, z⟩ = α ⟨x, z⟩+ β ⟨y, z⟩ ,
 161
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 oricare ar fi x, y, z ∈ E si a, b ∈ R;PS2) ⟨·, ·⟩ este pozitiv definita, adica ⟨x, x⟩ ≥ 0, (∀) x ∈ E si ⟨x, x⟩ = 0 daca si
 numai daca x = 0E;PS3) ⟨·, ·⟩ este simetrica, adica ⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩, (∀) x, y ∈ E.Un spatiu vectorial ınzestrat cu un produs scalar se numeste spatiu cu produs
 scalar.De exemplu, pe R, spatiu vectorial real, produsul scalar se va defini ca produsul
 obisnuit cu numere reale; pe Rn definim
 ⟨x, y⟩ =n∑k=1
 xkyk,
 unde x = (x1, x2, ..., xn) , y = (y1, y2, ..., yn) ∈ Rn si aceasta expresie reprezintaprodusul scalar euclidian.
 Propozitie 11.1.1 (Inegalitatea Cauchy-Schwarz). Intr–un spatiu vectorial Ecu produs scalar avem
 |⟨x, y⟩| ≤√
 ⟨x, x⟩ ·√⟨y, y⟩, (∀) x, y ∈ E.
 Definitie 11.1.3. Fie E un spatiu vectorial real. Se numeste norma pe E oaplicatie ∥·∥ : E → R+, care satisface proprietatile:
 N1) ∥x∥ ≥ 0, (∀) x ∈ E si ∥x∥ = 0 ⇐⇒ x = 0E;N2) ∥αx∥ = |α| ∥x∥ , (∀) α ∈ R si (∀) x ∈ E;N3) ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ , (∀) x, y ∈ E.Spatiul vectorial E pe care este definita o norma se numeste spatiu vectorial
 normat si se noteaza (E, ∥·∥) .Din N3) rezulta relatia
 |∥x∥ − ∥y∥| ≤ ∥x− y∥ , (∀) x, y ∈ E.
 De exemplu, pe R definim norma drept modul; pe Rn putem defini mai multenorme pentru x = (x1, x2, ..., xn) :
 ∥x∥ =
 √√√√ n∑k=1
 x2k
 ∥x∥ =n∑k=1
 |xk| ,
 ∥x∥ = maxk∈1,n
 |xx| .
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 Toate normele definite pe Rn se dovedesc a fi echivalente; adica pe E normele∥·∥1 si ∥·∥2 sunt echivalente daca exista doua constante a, b > 0 astfel ıncat
 a ∥x∥1 ≤ ∥x∥2 ≤ b ∥x∥1 , (∀) x ∈ E.
 Propozitie 11.1.2. Fie ⟨·, ·⟩ un produs scalar pe E spatiu vectorial real. Atunci
 expresia√
 ⟨x, x⟩ defineste o norma pe E.De remarcat este ca ın Rn norma euclidiana este data de
 ∥x∥ =
 √√√√ n∑k=1
 x2k.
 Definitie 11.1.4. Intr-un spatiu normat (E, ∥·∥) se numeste bila deschisa decentru x0 si raza r multimea
 Br (x0) = {x ∈ E| ∥x− x0∥ < r}
 si bila ınchisa de centru x0 si raza r multimea
 Br (x0) = {x ∈ E| ∥x− x0∥ ≤ r} .
 De exemplu, daca R = R, ∥x∥ = |x| si
 Br (x0) = {x ∈ R| |x− x0| < r} = (x0 − r, x0 + r) ;
 daca E = R2, atunci ∥(x1, x2)∥ =√x21 + x22 si
 Br (x0) ={x ∈ R2| ∥x− x0∥ < r
 }este discul deschis centrat ın x0 de raza r.
 Definitie 11.1.5. Intr-un spatiu normat (E, ∥·∥) se numeste veci- natate aunui punct x0 ∈ E o submultime V ⊂ E care contine o bila centrata ın x0.
 Ca si ın cadrul axei reale, putem defini ın baza conceptului de bila (deschisa sauınchisa) notiunile de multime deschisa, multime ınchisa, punct de acumulare, punctizolat, punct aderent, aderenta, interior, frontiera ıntr-un spatiu normat.
 Definitie 11.1.6. Multimea D ⊂ Rn se numeste convexa daca (∀) t ∈ [0, 1] si(∀) x, y ∈ D, avem tx+ (1− t) y ∈ D.
 Definitie 11.1.7. Multimea D ⊂ Rn se numeste conexa daca nu exista U si Vmultimi deschise ın Rn, nevide, astfel ıncat A∩U = ∅, A∩ V = ∅, A∩U ∩ V = ∅ siA ⊂ U ∪ V.
 Definitie 11.1.8. Multimea D ⊂ Rn deschisa si conexa se numeste domeniu.
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 11.2. Operatori liniari si continui
 Fie E1 si E2 doua spatii vectoriale peste R.Definitie 11.2.1. Numim operator de la E1 la E2 orice aplicatie a lui E1 ın
 E2.Definitie 11.2.2. Un operator T : E1 → E2 se numeste liniar daca este aditiv,
 adica
 T (x1 + x2) = T (x1) + T (x2) , (∀) x1, x2 ∈ E1
 si omogen, adica
 T (αx) = αT (x) , (∀) α ∈ R si x ∈ E1.
 Multimea tuturor operatorilor liniari de la E1 ın E2 se noteaza L (E1, E2) .Fie (E1, ∥·∥1) si (E2, ∥·∥2) doua spatii vectoriale normate.Definitie 11.2.3. Operatorul T : E1 → E2 se numeste continuu ın x0 ∈ E1
 daca (∀) ϵ > 0, (∃) δ > 0, astfel ıncat daca ∥x− x0∥1 < δ sa rezulte ∥T (x)− T (x0)∥ <ϵ.
 Propozitie 11.2.1 Un operator liniar T : E1 → E2 este continuu daca si numaidaca este continuu ıntr-un singur punct.
 11.3. Functii vectoriale de o variabila reala
 Definitie 11.3.1. Spunem ca o functie f : A ⊂ R → Rm se numeste functie deo variabila reala. In acest caz, f (x) =(f1 (x) , f2 (x) , ..., fm (x)), unde fi : A→ R,i ∈ 1,m, functiile f1, f2, ..., fm numindu-se componentele lui f.
 De exemplu, daca f : R → R3, f (x) = (x2, 2y3, 3z) , atunci
 f (−1) = (1,−2,−3) .
 Definitie 11.3.2. Daca f : A ⊂ R → Rm si a ∈ A′, atunci spunem ca l estelimita lui f ın a si scriem lim
 x→af (x) = l, daca (∀) ϵ > 0, (∃) δ > 0, astfel ıncat (∀)
 x ∈ A\ {a} , cu |x− a| < δ, sa avem
 ∥f (x)− l∥ =
 √√√√ n∑k=1
 (fk (x)− l)2 < ϵ.
 Similar cu notiunile prezentate ın capitolul 4, obtinem notiunile de limita lastanga a lui f ın a si limita la dreapta a lui f ın a si se demontsreaza ca daca a estepunct de acumulare al multimilor {x ∈ A, x < a} si {x ∈ A, x < a} atunci existalimx→a
 f (x) = l daca si numai daca limita la dreapta si cea la stanga exista si sunt
 egale.
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 Teorema 11.3.1. Daca f : A ⊂ R → Rm, a ∈ A′, cu f = (f1, f2, ..., fm) , undefk : A→ R, k ∈ 1,m, atunci lim
 x→af (x) = l daca si numai daca exista lim
 x→afk (x) = lk,
 k ∈ 1,m si limx→a
 f (x) = (l1, l2, ..., lm) .
 Definitie 11.3.2. Daca f : A ⊂ R → Rm si a ∈ A∩A′, atunci spunem ca f estecontinua ın a, daca (∀) ϵ > 0, (∃) δ > 0, astfel ıncat (∀) x ∈ A, cu |x− a| < δ, saavem ∥f (x)− f (a)∥ < ϵ.
 Analog celor din capitolul 5 deducem ca o functie f : A ⊂ R → Rm si a ∈ A∩A′
 este continua ın a daca si numai daca exista limx→a
 f (x) = f (a) ; analog obtinem
 notiunile de functie continua la stanga si functie continua la dreapta.Daca f nu este continua ın a, ea este discontinua ın a.Teorema 11.3.2. Daca f : A ⊂ R → Rm, a ∈ A ∩ A′, cu f = (f1, f2, ..., fm) ,
 unde fk : A → R, k ∈ 1,m, atunci f este continua ın a daca si numai daca fiecarecomponenta fk este continua ın a.
 Definitie 11.3.3. Fie f : A ⊂ R → Rm si a ∈ Int (A) . Spunem ca f estederivabila ın a daca fiecare dintre componentele fk este derivabila ın a si atuncif ′ (a) = (f ′
 1 (a) , f′2 (a) , ..., f
 ′m (a)) .
 Definitie 11.3.4. Fie f : A ⊂ R → Rm si a ∈ Int (A) . Spunem ca f estediferentiabila ın a daca exista o aplicatie liniara T : R → Rm astfel ıncat
 limx→ax =a
 f (x)− f (a)− T (x− a)
 |x− a|= 0Rm ,
 unde 0Rm este elementul nul din Rm.Se arata usor ca T : R → Rm daca exista, este unica. De asemenea, daca f este
 diferentiabila ın a, atunci ea este contin ın a.Definitie 11.3.5. Fie a < b, a, b ∈ R si f : A ⊂ R → Rm. Spunem ca f este
 integrabila Riemann pe [a, b] daca fiecare dintre componentele fk este integrabila
 Riemann pe [a, b] si atunci∫ baf (x) dx =
 (∫ baf1 (x) dx,
 ∫ baf2 (x) dx, ...,
 ∫ bafm (x) dx
 ).
 11.4. Drumuri si curbe
 Definitie 11.4.1. Numim drum orice functie continua γ : I → Rm, undeI ⊂ R este un interval. Notand γ (t) = (f1 (t) , f2 (t) , ..., fm (t)), definim astfel oparametrizare a drumului γ :
 γ :
 x1 (t) = f1 (t)x2 (t) = f2 (t)...............
 xm (t) = fm (t)
 , t ∈ I.
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 Aceste ecuatii se numesc ecuatiile parametrice ale drumului γ. Daca I = [a, b] ,γ (a) si γ (b) se numesc capetele drumului γ. Imaginea γ (I) se numeste traiec-toria drumului γ. Daca γ (a) = γ (b), atunci γ se numeste drum ınchis.
 De exemplu, drumul γ : [0, 2π] → R2, γ (t) = (cos t, sin t) are ca traiectorie cercul{(x, y) ∈ R2| x2 + y2 = 1} ; drumul γ : [0, 2π] → R3, γ (t) = (r cos t, r sin t, 0) are catraiectorie cercul {
 (x, y, z) ∈ R3| x2 + y2 = 1, z = 0}.
 Definitie 11.4.2. Daca γ : [a, b] → Rm este un drum, atunci γ−1 : [a, b] → Rm,γ−1 (t) = γ (a+ b− t) se numeste opusul drumului γ. Daca γ1 : [a, b] → Rm siγ2 : [b, c] → Rm au proprietatea ca γ1 (b) = γ2 (b), atunci drumul γ1∪γ2 : [a, c] → Rm
 definit prin
 (γ1 ∪ γ2) (t) ={γ1 (t) , t ∈ [a, b]γ2 (t) , t ∈ [b, c]
 se numeste juxtapunerea drumurilor γ1 si γ2.Drumul γ : I → Rm se numeste neted daca γ este functie de clasa C1 si γ′ (t) =
 0, (∀) t ∈ I si se numeste neted pe portiuni daca este juxtapunerea unui numarfinit de drumuri netede.
 Fie un γ : [a, b] → Rm, definit prin ecuatiile sale paramentrice:
 γ :
 x1 (t) = f1 (t)x2 (t) = f2 (t)...............
 xm (t) = fm (t)
 , t ∈ I.
 Daca se considera o diviziune arbitrara
 ∆ = (a = t0 < t1 < ... < tn = b)
 a lui [a, b], definim
 γ∆ :=m∑k=1
 √√√√ n∑i=1
 (fk (ti)− fk (ti−1))2
 si daca multimea {γ∆| ∆diviziune a lui [a, b]} este marginita, spunem ca drumul γeste rectificabil si are lungimea
 l := sup∆ diviziune a lui [a,b]
 γ∆.
 Doua drumuri γ1 : [a, b] → Rm si γ2 : [α, β] → Rm se numesc echivalente dacaexista o aplicatie φ : [a, b] → [α, β] continua, bijectiva si cu inversa continua, astfelıncat
 γ1 (t) = (γ2 ◦ φ) (t) , (∀) t ∈ [a, b] .
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 Notam ın acest caz γ1 ∼ γ2 si se arata usor ca ∼ este o relatie de echivalenta.O clasa de echivalenta de drumuri echivalente ın raport cu ∼ se numeste curba.In cazul ın care curba este neteda, elementul de lungime pe curba este prin
 definitie
 ds =
 √√√√ m∑k=1
 f ′k (t)
 2dt.
 Teorema 11.4.1. Daca γ : [a, b] → Rm este un drum neted, atunci el esterectificabil si lungimea drumului este
 l =
 ∫γ
 ds =
 ∫ b
 a
 √√√√ m∑k=1
 f ′k (t)
 2dt.
 De exemplu, sa calculam lungimea drumului γ : [0, 2π] → R2, γ (t) = (cos t, sin t).Avem
 x′1 (t) = (cos t)′ = − sin t
 x′2 (t) = (sin t)′ = cos t
 si astfel
 l =
 ∫ 2π
 0
 √x′1 (t)
 2 + x′2 (t)2dt =
 ∫ 2π
 0
 √sin2 t+ cos2 tdt = 2π.
 11.5. Functii reale de mai multe variabile reale
 Definitie 11.5.1. Spunem ca o functie f : A ⊂ Rn → R se numeste functiereala de mai multe variabile reale. In acest caz, f (x) = f (x1, x2, ..., xn) ∈ R,unde x = (x1, x2, ..., xn) ∈ A, xi, i ∈ 1, n, numindu-se argumentele lui f.
 De exemplu, daca f : R3 → R, f (x, y, z) = x2 + 2y3 + 3z, atunci
 f (1, 0,−2) = 12 + 2 · 03 + 3 (−2) = −5.
 Definitie 11.5.2. Daca f : A ⊂ Rn → R si a ∈ A′, atunci spunem ca l estelimita lui f ın a si scriem lim
 x→af (x) = l, daca (∀) ϵ > 0, (∃) δ > 0, astfel ıncat (∀)
 x ∈ A\ {a} , cu ∥x− a∥ < δ, sa avem
 |f (x)− l| < ϵ.
 De exemplu, sa studiem existenta limitei lim(x,y)→(0,0)
 x2y2
 x4+y4. Considerand sirurile(
 1n, 1n
 )→ (0, 0) si
 (1n, 2n
 )→ (0, 0), rezulta ca f
 (1n, 1n
 )= 1
 2→ 1
 2si f
 (1n, 2n
 )= 4
 5→ 4
 5,
 atunci cand n→ ∞, unde f : R2\ {(0, 0)} → R. Deci, nu exista lim(x,y)→(0,0)
 x2y2
 x4+y4.
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 Propozitie 11.5.1. Fie f : A ⊂ Rn → R si a ∈ A′. Urmatoarele afirmatii suntechivalente:
 1) limx→a
 f (x) = l;
 2) (Criteriul lui Heine) oricare ar fi sirul (xn)n∈N ⊂ A\ {a}, convergent la a,avem
 limn→∞
 f (xn) = l;
 3) (∀) V ∈ V (l) , (∃) U ∈ V (a), astfel ıncat (∀) x ∈ U ∩ (A\ {a}) sa avem
 f (x) ∈ V.
 Propozitie 11.5.2. Fie f, g : A ⊂ Rn → R functii care au proprietatile
 |f (x)| ≤ g (x) , (∀) x ∈ A,
 limx→a
 g (x) = 0, unde a ∈ A′.
 Atunci,limx→a
 f (x) = 0.
 De exemplu, lim(x,y)→(0,0)
 xy2
 x2+y2= 0, deoarece∣∣∣∣ xy2
 x2 + y2
 ∣∣∣∣ = |y| |xy|x2 + y2
 ≤ |y| .
 Definitie 11.5.3. Daca f : A ⊂ Rn → R si a ∈ A∩A′, atunci spunem ca f estecontinua ın a daca (∀) ϵ > 0, (∃) δ > 0, astfel ıncat (∀) x ∈ A, cu ∥x− a∥ < δ, saavem
 |f (x)− l| < ϵ
 sau, echivalent,limx→a
 f (x) = f (a) .
 De exemplu, sa studiem continuitatea ın origine a functiei
 f (x) =
 {x3y2
 x4+y4, daca (x, y) = (0, 0)
 0, daca (x, y) = (0, 0).
 Avem
 lim(x,y)→(0,0)
 x3y2
 x4 + y4= 0,
 deoarece ∣∣∣∣ x3y2
 x4 + y4
 ∣∣∣∣ ≤ |x| → 0 = f (0, 0) .
 Definitie 11.5.4. Fie A ⊂ Rn arbitrara. Atunci, prin camp scalar definit pe Aıntelegem functia f : A→ R, f = f (x1, x2, ..., xn) .
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 11.6. Derivate partiale. Diferentiala unei functii
 Definitie 11.6.1. Fie f : A ⊂ Rn → R, a ∈ Int (A) si s ∈ Rn cu ∥s∥ = 1, adicas este versor.
 Spunem ca f este derivabila dupa (directia) s ın a daca exista si este finita
 limita limt→0
 f(a+ts)−f(a)t
 . Notam aceasta limita dfds(a) si o numim derivata lui f dupa
 directia s ın a.Sa consideram {e1, e2, ..., en} baza canonica a lui Rn, adica ek = (0, ..., 1, ..., 0) cu
 1 pe pozitia a k−a.Spunem ca f este derivabila partial ın raport cu xk ın a daca f este derivabila
 dupa directia ek ın a. Notam derivata partiala ın raport cu xk ın a prin
 ∂f
 ∂xk(a) = lim
 t→0
 f (a1, ..., ak + t, ..., an)− f (a1, ..., ak, ..., an)
 t.
 Remarcam ca pentru a calcula derivata partiala ın raport cu xk ın a, vom cal-cula derivata functiei de o singura variabila reala xk → f (a1, ..., xk, ..., an) , celelaltevariabile fiind constante ın aceasta operatie.
 De exemplu, pentru functia
 f (x, y) = x2 sin xy
 avem
 ∂ (x2 sinxy)
 ∂x= 2x sinxy + x2 (cosxy) y,
 ∂ (x2 sinxy)
 ∂y= x3 cosxy.
 Definitie 11.6.2. Fie f : A ⊂ Rn → R, a ∈ Int (A). Spunem ca f estediferentiabila ın a daca exista o aplicatie liniara T : Rn → R, astfel ıncat
 limx→a
 f (x)− f (a)− T (x− a)
 ∥x− a∥= 0
 sau, echivalent,
 f (x) = f (a) + T (x− a) + φ (x) ∥x− a∥ , cu limx→a
 φ (x) = 0.
 Aplicatia liniara T este unica, poarta numele de diferentiala lui f ın a si senoteaza df (a) .
 Diferentiala totala a unei functii reprezinta aplicatia Rn ∋ a → df (a) ∈L (Rn,R) si se calculeaza dupa formula
 df =∂f
 ∂x1dx1 +
 ∂f
 ∂x2dx2 + ...+
 ∂f
 ∂xndxn.
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 De exemplu, pentru functia f (x, y) = x2 + xy − y2,
 df =∂f
 ∂xdx+
 ∂f
 ∂ydy = (2x+ y) dx+ (x− 2y) dy.
 Ca si ın cadrul functiilor derivabile, functioneaza rezultatul care afirma ca oricefunctie diferentiabila ın a este continua ın a.
 Teorema 11.6.1. Fie f : A ⊂ Rn → R, a ∈ Int (A). Daca f este diferentiabilaın a, atunci exista df
 ds(a), pentru orice versor s ∈ Rn si
 df
 ds(a) = df (a) s,
 ∂f
 ∂xk(a) = df (a) ek, k ∈ 1, n.
 Definitie 11.6.3. Fie f : A ⊂ Rn → R, a ∈ Int (A). Atunci vectorul gradient allui f ın a se noteaza cu ∇f (a) si este
 df
 ds(a) = df (a) s = ⟨∇f (a) , s⟩ , (∀) s ∈ Rn.
 Definitie 11.6.4. Fie f : A ⊂ Rm → Rm, f = (f1, ..., fm) . Definim divergentalui f ın punctul a ∈ Rm ca fiind
 div f (a) =∂f1∂x1
 + ...+∂fm∂xm
 .
 Propozitie 11.6.1. Fie f, g : A ⊂ Rn → R, a ∈ Int (A), f si g fiind diferentiabileın a. Atunci f + g este diferentiabila ın a si
 d (f + g) (a) = df (a) + dg (a) .
 Propozitie 11.6.2. Fie f : A ⊂ Rn → R, a ∈ Int (A), g : B ⊂ R → R,f (a) ∈ Int (B) , f fiind diferentiabila ın a si g ın f (a) . Atunci g ◦ f : A → R estediferentiabila ın a si
 d (g ◦ f) (a) = dg (f (a)) ◦ df (a) .
 Din aceasta propozitie rezulta urmatoarea regula de derivare partiala
 ∂
 ∂xk(g ◦ f) (a) = g′ (f (a))
 ∂f
 ∂xk(a) .
 De exemplu, daca f (t) = e3x+2y si x = cos t, y = t2, atunci
 f ′ (t) =df
 dt=∂f
 ∂x
 dx
 dt+∂f
 ∂y
 dy
 dt=
 = −3e3x+2y sin t+ 4e3x+2yt.
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 11.7. Extreme
 Definitie 11.7.1. Fie f : A ⊂ Rn → R, a ∈ Int (A). Punctul a se numestepunct de minim local daca f (a) ≤ f (x), (∀) x ∈ U ∩A, unde U este o vecinatatea lui a. Punctul a se numeste punct de minim global daca f (a) ≤ f (x), (∀)x ∈ A. Analog avem notiunile de puncte de maxim local si maxim global.
 Punctele de maxim sau de minim poarta numele de puncte de extrem.Propozitie 11.7.1. Fie f : A ⊂ Rn → R, a ∈ Int (A) ; daca f este derivabila
 dupa directia versorului s ın a si a este punct de extrem local, atunci
 df
 ds(a) = 0.
 Corolar 11.7.1. Fie f : A ⊂ Rn → R, a ∈ Int (A) un punct de extrem local.Daca f admite derivate partiale ın a ın raport cu x1, x2, ..., xn, atunci
 ∂f
 ∂x1(a) = 0, ...,
 ∂f
 ∂xn(a) = 0.
 Definitie 11.7.2. Punctul a ∈ Int (A) ın care f este diferentiabila si
 ∂f
 ∂x1(a) = 0, ...,
 ∂f
 ∂xn(a) = 0
 se numeste punct critic al functiei f.Rezulta asadar ca un punct de diferentiabilitate si punct de extrem local este un
 punct critic, reciproca fiind falsa.Definitie 11.7.3. Derivatele partiale de ordin superior se definesc ın acelasi mod
 ca cele pentru functii de o variabila; daca functia
 xi →∂f
 ∂xk(a1, ..., xk, ..., an)
 este definita pe o vecinatate a lui a si este derivabila ın punctul ai, atunci f se spuneca este derivabila partial de doua ori ın raport cu xi si xk. Notam
 ∂2f
 ∂xi∂xk(a) =
 ∂
 ∂xi
 (∂f
 ∂xk
 )(a) si
 ∂2f
 ∂x2i(a) =
 ∂
 ∂xi
 (∂f
 ∂xi
 )(a) .
 Derivatele partiale de ordin n ≥ 3 se definesc analog.Definim matricea
 Hf (a) =
 ∂2f∂x21
 (a) ∂2f∂x1∂x2
 (a) ... ∂2f∂x1∂xn
 (a)
 ... ... ... ...∂2f
 ∂xn∂x1(a) ∂2f
 ∂xn∂x2(a) ... ∂2f
 ∂x2n(a)
 ,
 numita hessiana lui f ın a, ın cazul ın care functia f : A ⊂ Rn → R, admite derivatepartiale de ordinul doi ın a ∈ Int (A) .
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 Propozitie 11.7.2 (Criteriul lui Schwarz). Fie f : A ⊂ Rn → R, a ∈ Int (A)
 si fie i, k ∈ 1, n. Daca exista ∂2f∂xi∂xk
 (a) si ∂2f∂xk∂xi
 (a) pe o vecinatate a lui a si suntcontinue, atunci
 ∂2f
 ∂xi∂xk(a) =
 ∂2f
 ∂xk∂xi(a) .
 Revenim acum la problema extremelor unei functii.Definitie 11.7.4. Fie functia f : A ⊂ Rn → R, a ∈ Int (A), f de clasa Ck ıntr-o
 vecinatate a punctului a. Definim polinomul Taylor de gradul k al functiei f ın aca fiind
 Tkf (x, a) = f (a) +n∑j=1
 ∂f
 ∂xj(a) (xj − aj) +
 +1
 2!
 n∑i,j=1
 ∂2f
 ∂xi∂xj(a) (xi − ai) (xj − aj) +
 +1
 k!
 n∑j1,...,jk=1
 ∂kf
 ∂xj1 ...∂xjk(a) (xj1 − aj1) ... (xjk − ajk) .
 Expresia Rkf (x, a) = f (x) − Tkf (x, a) se numeste restul dezvoltarii Taylorde ordinul k al lui f ın a.
 Se remarca anularea tuturor derivatelor partiale ale lui Rkf (x, a) de orice ordin≤ k.
 De exemplu, pentru functia
 f (x, y) = x2 · y2,
 polinomul Taylor de ordinul doi ın a = (1, 1) este
 T2f ((x, y) (1, 1)) = 1 + 2 (x− 1) + 2 (y − 1) +
 +1
 2!
 [2 (x− 1)2 + 8 (x− 1) (y − 1) + 2 (y − 1)2
 ]= x2 + y2 + 1 + 4xy − 4x− 4y + 3.
 Din propozita 11.7.1 stim ca un punct de extrem este punct critic, ınsa nu putemsti care dintre punctele critice sunt puncte de extrem. Acest lucru este decis dematricea hessiana calculata ın acel punct. In aceasta directie avem urmatoarea
 Propozitie 11.7.3. Fie f : A ⊂ Rn → R, a ∈ Int (A), f ∈ C2 ( Int (A)) .Daca a este un punct critic si Hf (a) este pozitiv definita, atunci a este un punct deminim. Daca a este un punct critic si Hf (a) este negativ definita, atunci a este unpunct de maxim.
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 Pentru a stabili cand hessiana Hf (a) este pozitiv sau negativ definita, apelam deexemplu la criteriul lui Sylvester:
 1) daca determinantii∣∣∣∂2f∂x21
 (a)∣∣∣ , ∣∣∣∣∣
 ∂2f∂x21
 (a) ∂2f∂x1∂x2
 (a)∂2f
 ∂x2∂x1(a) ∂2f
 ∂x22(a)
 ∣∣∣∣∣ ,∣∣∣∣∣∣∣∣∂2f∂x21
 (a) ∂2f∂x1∂x2
 (a) ∂2f∂x1∂x3
 (a)∂2f
 ∂x2∂x1(a) ∂2f
 ∂x22(a) ∂2f
 ∂x2∂x3(a)
 ∂2f∂x3∂x1
 (a) ∂2f∂x3∂x2
 (a) ∂2f∂x23
 (a)
 ∣∣∣∣∣∣∣∣ , ...,∣∣∣∣∣∣∣∂2f∂x21
 (a) ∂2f∂x1∂x2
 (a) ... ∂2f∂x1∂xn
 (a)
 ... ... ... ...∂2f
 ∂xn∂x1(a) ∂2f
 ∂xn∂x2(a) ... ∂2f
 ∂x2n(a)
 ∣∣∣∣∣∣∣ sunt strict pozitivi, atunci he- ssiana Hf (a)
 este pozitiv definita;
 2) daca∣∣∣∂2f∂x21
 (a)∣∣∣ < 0,
 ∣∣∣∣∣∂2f∂x21
 (a) ∂2f∂x1∂x2
 (a)∂2f
 ∂x2∂x1(a) ∂2f
 ∂x22(a)
 ∣∣∣∣∣ > 0,∣∣∣∣∣∣∣∣∂2f∂x21
 (a) ∂2f∂x1∂x2
 (a) ∂2f∂x1∂x3
 (a)∂2f
 ∂x2∂x1(a) ∂2f
 ∂x22(a) ∂2f
 ∂x2∂x3(a)
 ∂2f∂x3∂x1
 (a) ∂2f∂x3∂x2
 (a) ∂2f∂x23
 (a)
 ∣∣∣∣∣∣∣∣ < 0, ..., atunci hessianaHf (a) este negativ definita.
 Retinem faptul ca ın celelalte cazuri nu se poate decide asupra naturii punctuluicritic, el putand fi sau nu de extrem; stabilirea cu exactitate a extremului ın acestecazuri necesita o analiza bazata dezvoltarea ın serie Taylor, fiind destul de anevoioasa.
 De exemplu, sa calculam extremele functiei
 f (x, y) =1 + x− y√1 + x2 + y2
 .
 Determinam mai ıntai punctele critice ale sistemului{ ∂f∂x
 = 0∂f∂y
 = 0⇐⇒
 1+y2−x+xy√
 1+x2+y23 = 0
 − 1+x2+y+xy√1+x2+y2
 3 = 0
 ⇐⇒ {x = 1, y = −1} .
 Astfel avem un singur punct critic, (1,−1) .Scriem acum matricea hessiana ıntr-un punct oarecare (x, y) :
 Hf (x, y) =
 −−y+2yx2−y3+1−2x2+y2+3x+3xy2√1+x2+y2
 5−y+2yx2−y3+x+x3−2xy2+3xy√
 1+x2+y25
 −y+2yx2−y3+x+x3−2xy2+3xy√1+x2+y2
 5 −x+x3−2xy2+1+x2−2y2−3y−3yx2√1+x2+y2
 5
 .
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 De aici obtinem
 Hf (1,−1) =
 (−2
 √3
 9−
 √39
 −√39
 −2√3
 9
 ).
 Deoarece∣∣∣−2
 √3
 9
 ∣∣∣ = −2√3
 9< 0 si
 ∣∣∣∣∣ −2√3
 9−
 √39
 −√39
 −2√3
 9
 ∣∣∣∣∣ = 19> 0, rezulta ca Hf (1,−1)
 este negativ definita, deci punctul (1,−1) este punct de maxim, valoarea maximuluifiind f (1,−1) =
 √3.
 11.8. Functii vectoriale de mai multe variabile reale
 Definitie 11.8.1. Functia f : A ⊂ Rn → Rm, cu m, n ∈ N \ {0, 1} se numestefunctie vectoriala de mai multe variabile reale. Daca f (x) = (f1 (x) , f2 (x) , ..., fm (x)),unde fk : A → R, k ∈ 1,m, atunci functiile fk se numesc componentele functieif , iar (x1, x2, ..., xn) argumentele functiei f.
 De exemplu, daca f : R3 → R2, f (x, y, z) =(x2 + 2y3 + 3z, x+ z2), atunci
 f (1, 0,−2) =(12 + 2 · 03 + 3 (−2) , 1 + (−2)2
 )= (−5, 5) .
 Definitie 11.8.2. Daca f : A ⊂ Rn → Rm si a ∈ A′, atunci spunem ca l ∈ Rm
 este limita lui f ın a si scriem limx→a
 f (x) = l, daca (∀) ϵ > 0, (∃) δ > 0, astfel ıncat
 (∀) x ∈ A\ {a} , cu ∥x− a∥ < δ, sa avem
 ∥f (x)− l∥ < ϵ.
 Studiul existentei limitei unei functii vectoriale de mai multe variabile reale ıntr-un punct se reduce la studiul limitelor componentelor sale ın acel punct. Mai exact,avem urmatoarea
 Propozitie 11.8.1. limx→a
 f (x) = l exista daca si numai daca exista limx→a
 fk (x) =
 lk, k ∈ 1,m si l = (l1, l2, ..., lm) .Definitie 11.8.3. Daca f : A ⊂ Rn → Rm si a ∈ A ∩ A′, atunci spunem ca f
 este continua ın a daca (∀) ϵ > 0, (∃) δ > 0, astfel ıncat (∀) x ∈ A, cu ∥x− a∥ < δ,sa avem
 ∥f (x)− l∥ < ϵ
 sau, echivalent,
 limx→a
 f (x) = f (a) .
 Similar se deduce ca ca o functie vectoriala de mai multe variabile reale estecontinua ıntr-un punct daca si numai daca toate componentele sale sunt continue ınacel punct.

Page 175
                        

11.8. FUNCTII VECTORIALE DE MAI MULTE VARIABILE REALE 175
 De asemenea, notiunile de derivata dupa o directie s si de derivata partiala seextind firesc ın cazul functiilor f : A ⊂ Rn → Rm. Daca ∥s∥ = 1 si a ∈ Int (A) ,atunci
 df
 ds(a) = lim
 t→0
 f (a+ ts)− f (a)
 t,
 ∂f
 ∂xj(a) =
 (∂f1∂xj
 (a) ,∂f2∂xj
 (a) , ...,∂fm∂xj
 (a)
 ).
 Definitie 11.8.4. Pentru f : A ⊂ Rn → Rm definim matricea
 Jf (a) =
 ∂f1∂x1
 (a) ... ∂f1∂xn
 (a)
 ... ... ...∂fm∂x1
 (a) ... ∂fm∂xn
 (a)
 ∈Mm,n (R) ,
 numita matricea jacobiana a lui f ın a.Cand m = n, evident are sens notiunea de det Jj (a), acest determinant numindu-
 se jacobianul lui f ın a sau determinantul functional al functiilor f1, f2, ..., fmın a, notatia fiind
 D (f1, ..., fn)
 D (x1, ..., xn)= det Jj (a) .
 De exemplu, pentru functia f : R3 → R2,
 f (x, y, z) =(ex+y+z, ex−y−z
 ),
 matricea jacobiana ın punctul (x, y, z) este
 Jf (x, y, z) =
 (ex+y+z ex+y+z ex+y+z
 ex−y−z −ex−y−z −ex−y−z);
 pentru pentru functia f : [0,+∞)× [0, 2π] → R2,
 f (r, φ) = (r cosφ, r sinφ) ,
 matricea jacobiana ın punctul (r, φ) este
 Jf (r, φ) =
 (cosφ −r sinφsinφ r cosφ
 ),
 iar jacobianul este det Jf (r, φ) =
 ∣∣∣∣ cosφ −r sinφsinφ r cosφ
 ∣∣∣∣ = r.
 Definitie 11.8.5. Fie f : A ⊂ Rn → Rm, a ∈ Int (A). Spunem ca f estediferentiabila ın a daca exista o aplicatie liniara T : Rn → Rm, astfel ıncat
 limx→a
 f (x)− f (a)− T (x− a)
 ∥x− a∥= 0Rm
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 sau, echivalent,
 f (x) = f (a) + T (x− a) + φ (x) ∥x− a∥ , cu limx→a
 φ (x) = 0Rm .
 Aplicatia liniara T este unica, poarta numele de diferentiala lui f ın a si senoteaza df (a) ∈ L (Rn,Rm) .
 Diferentiabilitatea implica continuitatea, asa cum era de asteptat.Propozitie 11.8.2. Fie f, g : A ⊂ Rn → Rm, a ∈ Int (A), f si g fiind
 diferentiabile ın a. Atunci f + g este diferentiabila ın a si
 d (f + g) (a) = df (a) + dg (a) .
 Propozitie 11.8.3. Fie f : A ⊂ Rn → Rm, a ∈ Int (A), g : B ⊂ Rm → Rp,f (a) ∈ Int (B) , f fiind diferentiabila ın a si g ın f (a) . Atunci g ◦ f : A → Rp estediferentiabila ın a si
 d (g ◦ f) (a) = dg (f (a)) ◦ df (a) .
 11.9. Teorema functiilor implicite
 Studiul acestui paragraf este destinat rezolvarii sistemelor neliniare de forma f1 (x1, ..., xn) = y1............................fy (x1, ..., xn) = yn
 .
 Teorema 11.9.1 (Teorema de inversiune locala). Fie f : A ⊂ Rn → Rn ofunctie de clasa C1 si a ∈ A astfel ıncat df (a) ∈ L (Rn,Rn) este un izomorfism(adica bijectie). Atunci exista o vecinatate U ∈ V (a) si o vecinatate V ∈ V (f (a)),astfel ıncat f : U → V sa fie bijectiva si f−1 : V → U sa fie de clasa C1. Daca feste de clasa Ck, atunci f−1 este tot de clasa Ck.
 Observatie 11.9.1. Conditia df (a) ∈ L (Rn,Rn) este echivalenta cu det Jf (a) =0, deoarece Jf (a) este tocmai matricea asociata operatorului df (a) .
 De exemplu, sa consideram sistemul{x4+y4
 x= u
 sinx+ cos y = v.
 Avem f1 (x, y) =x4+y4
 x, f2 (x, y) = sinx+ cos y, unde f1 : R \ {0} → R, f2 : R →
 R, iar f = (f1, f2) . Ne intereseaza sa rezolvam sistemul (x, y) = f−1 (u, v) si, maiexact, sa calculam derivatele partiale ∂x
 ∂u, ∂y∂u, ∂x∂v, ∂y∂v.
 Calculam matricea jacobiana:
 Jf (x, y) =
 (3x2 − y4
 x2
 cos x − sin y
 )

Page 177
                        

11.10. EXTREME CU LEGATURI 177
 si rezulta
 det Jf
 (π2,π
 2
 )= 0.
 Conform teoremei de inversiune locala, putem rezolva sistemul ın raport cu u siv ın functie de x si y, pe o vecinatate a lui
 (π2, π2
 ).
 Avem
 Jf−1 =
 (∂x∂u
 ∂x∂v
 ∂y∂u
 ∂y∂v
 )= (Jf )
 −1 =
 = − 1
 3x2 sin y + y4
 x2cosx
 (− sin y y4
 x2
 − cosx 3x2
 ).
 Rezulta, de exemplu, ∂x∂u
 = − 1
 3x2 sin y+ y4
 x2cosx
 (− sin y) .
 Sa consideram acum doua multimi A, B ⊂ R, deschise, functia f : A×B → R siavem ın vedere ecuatia f (x, y) = 0 pe A× B. Se pune problema daca putem definipe y ca functie de x.
 Fie (x, y) ∈ A × B astfel ıncat f (x, y) = 0. Ne intereseaza ın ce conditii existavecinatati V ∈ V (x) , U ∈ V (y) astfel ıncat fiecarui x ∈ V sa ıi corespunda un unicy ∈ U cu proprietatea f (x, y) = 0, sau, altfel spus, ın ce conditii putem defini functiaφ : V → U , y = φ (x) .
 Functia astfel definita se numeste functie implicita.In cazul general, cu m componente ale functiei si n argumente, avem urmatoarea:Teorema 11.9.2 (Teorema functiilor implicite). Fie D ⊂ Rn × Rm un deschis
 si f : D → Rm o functie de clasa C1 (D) . Fie (x, y) ∈ D astfel ıncat f (x, y) = 0.
 Daca D(f1,...,fm)D(y1,...,ym)
 (x, y) = 0, atunci exista V ∈ V (x) si exista U ∈ V (y) , astfel
 ıncat oricare ar fi x ∈ V , exista si este unic y ∈ V cu f (x, y) = 0Rm putand astfeldefini functia φ : V → U, cu proprietatea f (x, φ (x)) = 0, (∀) x ∈ V , φ ∈ C1 (V ) .
 11.10. Extreme cu legaturi
 Aceeasi idee prezentata anterior ın cadrul extremelor obisnuite se rega- seste siın cazul extremelor cu legaturi. Este vorba de gasirea extremelor unei functii demai multe variabile reale, ın prezenta uneia sau a mai multor ecuatii de legatura,numarul acestor ecuatii de legatura fiind inferior numarului de variabile. Gasireaextremelor cu legaturi se bazeaza pe metoda multiplicatorilor lui Lagrange. Ea constaın urmatoarea:
 Teorema 11.11.1. Fie f : D ⊂ Rn+m → R, D deschis, f ∈ C1 (D), gk : D → R,k ∈ 1,m, gk ∈ C1 (D) . Daca D(g1,...,gm)
 D(y1,...,ym)= 0, atunci exista λ1, ..., λm ∈ R numiti
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 multiplicatorii lui Lagrange astfel ıncat considerand functia
 F (x, y) = f (x, y) +m∑k=1
 λkgk (x, y) ,
 punctul de extrem (x0, y0) ∈ D cu legaturile gk este solutie a sistemului
 ∂F
 ∂xj(x0, y0) = 0, j ∈ 1, n,
 ∂F
 ∂yk(x0, y0) = 0, k ∈ 1,m,
 gk (x0, y0) = 0, k ∈ 1,m.
 De exemplu, sa gasim extremele functiei f (x, y) = 6 − 4x − 3y, cu conditia cavariabilele x si y sa satisfaca ecuatia x2 + y2 = 1.
 Formam ecuatia lui Lagrange
 F (x, y, λ) = f (x, y) + λ(x2 + y2 − 1
 )=
 = 6− 4x− 3y + λ(x2 + y2 − 1
 ).
 Avem ∂F∂x
 = −4 + 2λx si ∂F∂y
 = −3 + 2λy. Suntem condusi astfel la sistemul −4 + 2λx = 0−3 + 2λy = 0x2 + y2 = 1
 ,
 pe care, rezolvandu-l, gasim solutiile
 λ1 =5
 2, x1 =
 4
 5, y1 =
 3
 5si
 λ2 = −5
 2, x2 = −4
 5, y2 = −3
 5.
 Scriem acum matricea hessiana
 Hf,λ (x, y) =
 (2λ 00 2λ
 ),
 care pentru λ1 = 52ne conduce la Hf, 5
 2
 (45, 35
 )=
 (5 00 5
 )si pentru λ1 = −5
 2ne
 conduce la Hf,− 52
 (−4
 5,−3
 5
 )=
 (−5 00 −5
 ).
 Rezulta ca Hf, 52
 (45, 35
 )este pozitiv definita, deci punctul
 (45, 35
 )este punct de
 minim, valoarea minimului fiind f(45, 35
 )= 1, iarHf,− 5
 2
 (−4
 5,−3
 5
 )este negativ definita,
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 deci punctul(−4
 5,−3
 5
 )este punct de maxim, va- loarea maximului fiind f
 (−4
 5,−3
 5
 )=
 11.
 11.11. Schimbari de variabile
 Fie f : U ⊂ Rn → V ⊂ Rn, f (x) = y. Daca f este bijectiva, atunci unicul punct xce corespunde lui y din aceasta bijectie poate fi utilizat pentru determinarea punctuluiy. Coordonatele carteziene ale lui x ın baza canonica a spatiului Rn, (x1, x2, ..., xn) senumesc coordonatele vechi, ın timp ce coordonatele lui y se numesc coordonate noi.Folosind regulile de derivare ale functiilor compuse, ecuatii ın coordonatele vechi sepot transforma ın ecuatii ın coordonatele noi.
 Sa consideram cateva exemple.1. In ce se transforma ecuatia
 y∂z
 ∂x− x
 ∂z
 ∂x= 0
 ın urma schimbarii de variabile u = x si v = x2 + y2 ?Avem
 ∂z
 ∂x=
 ∂z
 ∂u
 ∂u
 ∂x+∂z
 ∂v
 ∂v
 ∂x=∂z
 ∂u+∂z
 ∂v2x,
 ∂z
 ∂y=
 ∂z
 ∂u
 ∂u
 ∂y+∂z
 ∂v
 ∂v
 ∂y=∂z
 ∂v2y.
 Rezulta ca ecuatia data se transforma ın
 y
 (∂z
 ∂u+∂z
 ∂v2x
 )− x
 (∂z
 ∂v2y
 )= 0
 sau
 y∂z
 ∂u= 0.
 Astfel, ıntr-un domeniu din R2 ın care y = 0, rezulta ∂z∂u
 = 0 sau z = z (v) =z (x2 + y2) .
 2. In ce se transforma ecuatia
 x2∂2z
 ∂x2− y2
 ∂2z
 ∂y2= 0
 ın urma schimbarii de variabile u = xy si v = yx?
 Avem∂z
 ∂x=
 ∂z
 ∂u
 ∂u
 ∂x+∂z
 ∂v
 ∂v
 ∂x=∂z
 ∂uy +
 ∂z
 ∂v
 (− y
 x2
 ),
 ∂z
 ∂y=
 ∂z
 ∂u
 ∂u
 ∂y+∂z
 ∂v
 ∂v
 ∂y=∂z
 ∂ux+
 ∂z
 ∂v
 (1
 x
 ).
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 De asemenea, retinem operatorii de derivare partiala
 ∂·∂x
 = y∂·∂u
 − y
 x2∂·∂v,
 ∂·∂y
 = x∂·∂u
 +1
 x
 ∂·∂v.
 Deci,
 ∂2z
 ∂x2=
 ∂
 ∂x
 (∂z
 ∂x
 )=
 =∂
 ∂x
 [∂z
 ∂uy +
 ∂z
 ∂v
 (− y
 x2
 )]=
 =∂
 ∂x
 (∂z
 ∂u
 )y +
 ∂
 ∂x
 (∂z
 ∂v
 )(− y
 x2
 )+∂z
 ∂v
 2y
 x3=
 =
 [y∂2z
 ∂u− y
 x2∂2z
 ∂v∂u
 ]y +
 [y∂2z
 ∂u∂v− y
 x2∂2z
 ∂v2
 ](− y
 x2
 )+
 +∂z
 ∂v
 2y
 x3
 = y2∂2z
 ∂u2− 2
 y2
 x2∂2z
 ∂v∂u+y2
 x4∂2z
 ∂v2+
 2y
 x3∂z
 ∂v
 si
 ∂2z
 ∂y2=
 ∂
 ∂y
 (∂z
 ∂y
 )=
 =∂
 ∂y
 [∂z
 ∂ux+
 ∂z
 ∂v
 (1
 x
 )]=
 =∂
 ∂y
 (∂z
 ∂u
 )x+
 ∂
 ∂y
 (∂z
 ∂v
 )(1
 x
 )=
 =
 [x∂2z
 ∂u2+
 1
 x
 ∂2z
 ∂v∂u
 ]x+
 [x∂2z
 ∂u∂v+
 1
 x
 ∂2z
 ∂v2
 ](1
 x
 )=
 = x2∂2z
 ∂u2+ 2
 ∂2z
 ∂u∂v+
 1
 x2∂2z
 ∂v2.
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 Rezulta ca ecuatia data se transforma ın
 x2(y2∂2z
 ∂u2− 2
 y2
 x2∂2z
 ∂v∂u+y2
 x4∂2z
 ∂v2+
 2y
 x3∂z
 ∂v
 )−
 −y2(x2∂2z
 ∂u2+ 2
 ∂2z
 ∂u∂v+
 1
 x2∂2z
 ∂v2
 )= 0
 sau
 −4y2∂2z
 ∂u∂v+ 2
 y
 x
 ∂z
 ∂v= 0.
 Astfel, pentru y = 0 si x = 0 rezulta
 −2u∂2z
 ∂u∂v+∂z
 ∂v= 0.
 3. Sa transformam ecuatia lui Laplace
 ∂2z
 ∂x2+∂2z
 ∂y2= 0
 ın urma schimbarii de variabile (trecerea la coordonate polare)
 x = r cosφ, y = r sinφ.
 Avem {∂z∂r
 = ∂z∂x
 ∂x∂r
 + ∂z∂y
 ∂y∂r
 = ∂z∂x
 cosφ+ ∂z∂y
 sinφ,∂z∂φ
 = ∂z∂x
 ∂x∂φ
 + ∂z∂y
 ∂y∂φ
 = − ∂z∂xr sinφ+ ∂z
 ∂yr cosφ.
 Din acest sistem de ecuatii scoatem ∂z∂xsi ∂z
 ∂ysi gasim
 ∂z
 ∂x= cosφ
 ∂z
 ∂r− sinφ
 r
 ∂z
 ∂φ,
 ∂z
 ∂y= sinφ
 ∂z
 ∂r+
 cosφ
 r
 ∂z
 ∂φ
 si retinem operatorii de derivare partiala
 ∂·∂x
 = cosφ∂·∂r
 − sinφ
 r
 ∂·∂φ
 ,
 ∂·∂y
 = sinφ∂·∂r
 +cosφ
 r
 ∂·∂φ

Page 182
                        

182 11. DERIVATE PARTIALE
 Deci,
 ∂2z
 ∂x2=
 ∂
 ∂x
 (∂z
 ∂x
 )=
 =∂
 ∂r
 [cosφ
 ∂z
 ∂r− sinφ
 r
 ∂z
 ∂φ
 ]∂r
 ∂x+
 +∂
 ∂φ
 [cosφ
 ∂z
 ∂r− sinφ
 r
 ∂z
 ∂φ
 ]∂φ
 ∂x.
 Insa derivand ın ambii membri fiecare ecuatie ın raport cu x, din cele douareprezentand schimbarea de variabile din enunt, obtinem{
 1 = ∂r∂x
 cosφ− ∂φ∂xr sinφ
 0 = ∂r∂x
 sinφ+ ∂φ∂xr cosφ
 ,
 sistem din care rezulta
 ∂r
 ∂x= cosφ,
 ∂φ
 ∂x= −sinφ
 r.
 Revenind, obtinem
 ∂2z
 ∂x2=
 ∂
 ∂r
 [cosφ
 ∂z
 ∂r− sinφ
 r
 ∂z
 ∂φ
 ]cosφ+
 +∂
 ∂φ
 [cosφ
 ∂z
 ∂r− sinφ
 r
 ∂z
 ∂φ
 ](−sinφ
 r
 )=
 [cosφ
 ∂2z
 ∂r2+
 sinφ
 r2∂z
 ∂φ− sinφ
 r
 ∂2z
 ∂r∂φ
 ]cosφ+
 +
 [− sinφ
 ∂z
 ∂r+ cosφ
 ∂2z
 ∂φ∂r− cosφ
 r
 ∂z
 ∂φ− sinφ
 r
 ∂2z
 ∂φ2
 ]·(−sinφ
 r
 )= cos2 φ
 ∂2z
 ∂r2− 2
 sinφ cosφ
 r
 ∂2z
 ∂r∂φ+
 sin2 φ
 r2∂2z
 ∂φ2
 +sin2 φ
 r
 ∂z
 ∂r+ 2
 sinφ cosφ
 r2∂z
 ∂φ.
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 Analog, avem
 ∂2z
 ∂y2=
 ∂
 ∂y
 (∂z
 ∂y
 )=
 =∂
 ∂r
 [cosφ
 ∂z
 ∂r+
 cosφ
 r
 ∂z
 ∂φ
 ]∂r
 ∂y+
 +∂
 ∂φ
 [cosφ
 ∂z
 ∂r+
 cosφ
 r
 ∂z
 ∂φ
 ]∂φ
 ∂y.
 Insa derivand ın ambii membri fiecare ecuatie ın raport cu y, din cele douareprezentand schimbarea de variabile din enunt, obtinem{
 0 = ∂r∂y
 cosφ− ∂φ∂yr sinφ
 1 = ∂r∂y
 sinφ+ ∂φ∂yr cosφ
 ,
 sistem din care rezulta
 ∂r
 ∂y= sinφ,
 ∂φ
 ∂y=
 cosφ
 r.
 Revenind, obtinem
 ∂2z
 ∂y2=
 ∂
 ∂r
 [sinφ
 ∂z
 ∂r+
 cosφ
 r
 ∂z
 ∂φ
 ]sinφ+
 +∂
 ∂φ
 [sinφ
 ∂z
 ∂r+
 cosφ
 r
 ∂z
 ∂φ
 ]cosφ
 r
 =
 [sinφ
 ∂2z
 ∂r2− cosφ
 r2∂z
 ∂φ+
 cosφ
 r
 ∂2z
 ∂r∂φ
 ]sinφ+
 +
 [cosφ
 ∂z
 ∂r+ sinφ
 ∂2z
 ∂φ∂r− sinφ
 r
 ∂z
 ∂φ+
 cosφ
 r
 ∂2z
 ∂φ2
 ]·cosφr
 = sin2 φ∂2z
 ∂r2+ 2
 sinφ cosφ
 r
 ∂2z
 ∂r∂φ+
 cos2 φ
 r2∂2z
 ∂φ2
 +cos2 φ
 r
 ∂z
 ∂r− 2
 sinφ cosφ
 r2∂z
 ∂φ.
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 In final, rezulta ca ecuatia lui Laplace se transforma ın
 cos2 φ∂2z
 ∂r2− 2
 sinφ cosφ
 r
 ∂2z
 ∂r∂φ+
 sin2 φ
 r2∂2z
 ∂φ2+
 +sin2 φ
 r
 ∂z
 ∂r+ 2
 sinφ cosφ
 r2∂z
 ∂φ+
 +sin2 φ∂2z
 ∂r2+ 2
 sinφ cosφ
 r
 ∂2z
 ∂r∂φ+
 cos2 φ
 r2∂2z
 ∂φ2+
 +cos2 φ
 r
 ∂z
 ∂r− 2
 sinφ cosφ
 r2∂z
 ∂φ= 0
 sau, echivalent,
 r2∂2z
 ∂r2+ r
 ∂z
 ∂r+∂2z
 ∂φ2= 0.
 4. Consideram acum un caz ın care nu se schimba doar variabilele, ci si functia.Sa calculam de exemplu ∂2z
 ∂x2, daca se efectueaza schimbarile de variabile u = x2+ y2,
 v = 1x+ 1
 ysi de functie w = ln z − x− y, unde z = z (x, y) si w = w (u, v) .
 Avem
 ∂w
 ∂x=
 ∂w
 ∂u
 ∂u
 ∂x+∂w
 ∂v
 ∂v
 ∂x=
 =∂w
 ∂u2x+
 ∂w
 ∂v
 (− 1
 x2
 ).
 Din schimbarea de functie obtinem
 ∂w
 ∂x=
 1
 z
 ∂z
 ∂x− 1.
 Deci,
 ∂w
 ∂u2x+
 ∂w
 ∂v
 (− 1
 x2
 )=
 1
 z
 ∂z
 ∂x− 1
 sau
 ∂z
 ∂x= z + 2xz
 ∂w
 ∂u− z
 x2∂w
 ∂v.
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 Rezulta
 ∂2z
 ∂x2=
 ∂
 ∂x
 (∂z
 ∂x
 )=
 ∂
 ∂x
 (z + 2xz
 ∂w
 ∂u− z
 x2∂w
 ∂v
 )=
 =∂z
 ∂x+ 2z
 ∂w
 ∂u+ 2x
 ∂z
 ∂x
 ∂w
 ∂u+ 2xz
 ∂
 ∂x
 (∂w
 ∂u
 )−
 −(
 1
 x2∂z
 ∂x− 2
 x3
 )∂w
 ∂v− z
 x2∂
 ∂x
 (∂w
 ∂v
 ).
 Insa
 ∂
 ∂x
 (∂w
 ∂u
 )=
 ∂
 ∂u
 (∂w
 ∂u
 )∂u
 ∂x+
 ∂
 ∂v
 (∂w
 ∂u
 )∂v
 ∂x=
 =∂2w
 ∂u22x+
 ∂2w
 ∂v∂u
 (− 1
 x2
 )si
 ∂
 ∂x
 (∂w
 ∂v
 )=
 ∂
 ∂u
 (∂w
 ∂v
 )∂u
 ∂x+
 ∂
 ∂v
 (∂w
 ∂v
 )∂v
 ∂x=
 =∂2w
 ∂u∂v2x+
 ∂2w
 ∂v2
 (− 1
 x2
 ).
 Deci,
 ∂2z
 ∂x2=
 ∂z
 ∂x+ 2z
 ∂w
 ∂u+ 2x
 ∂z
 ∂x
 ∂w
 ∂u+
 +2xz
 [∂2w
 ∂u22x+
 ∂2w
 ∂v∂u
 (− 1
 x2
 )]−
 −(
 1
 x2∂z
 ∂x− 2
 x3
 )∂w
 ∂v−
 −[∂2w
 ∂u∂v2x+
 ∂2w
 ∂v2
 (− 1
 x2
 )].
 5. Sa calculam de exemplu ∂2z∂y2
 , daca se efectueaza schimbarile de variabile x =u+v2, v = u−v
 2si de functie z = u2−v2
 4− w, unde z = z (x, y) si w = w (u, v) .
 Avem
 ∂z
 ∂y=
 1
 2
 (u∂u
 ∂y− v
 ∂v
 ∂y
 )−(∂w
 ∂u
 ∂u
 ∂y− ∂w
 ∂v
 ∂v
 ∂y
 ).
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 Pentru a determina ∂u∂y
 si ∂v∂y
 derivam ın raport cu y ın ambii membri ambele
 ecuatii ale sistemului {x = u+v
 2v = u−v
 2
 si gasim 0 = 12
 (∂u∂y
 + ∂v∂y
 )1 = 1
 2
 (∂u∂y
 − ∂v∂y
 ) ,
 de unde∂u
 ∂y= 1,
 ∂v
 ∂y= −1.
 Astfel,∂z
 ∂y=
 1
 2(u+ v)−
 (∂w
 ∂u+∂w
 ∂v
 ).
 De asemenea,
 ∂2z
 ∂y2=
 ∂
 ∂y
 (∂z
 ∂y
 )=
 ∂
 ∂y
 [1
 2(u+ v)−
 (∂w
 ∂u+∂w
 ∂v
 )]=
 =1
 2
 (∂u
 ∂y+∂v
 ∂y
 )− ∂
 ∂y
 (∂w
 ∂u
 )− ∂
 ∂y
 (∂w
 ∂v
 )=
 = − ∂
 ∂y
 (∂w
 ∂u
 )− ∂
 ∂y
 (∂w
 ∂v
 )=
 = −(∂2w
 ∂u2− ∂2w
 ∂v∂u
 )−(∂2w
 ∂u∂v− ∂2w
 ∂v2
 )=
 = −∂2w
 ∂u2+∂2w
 ∂v2.
 11.12. Suprafete
 Definitie 11.12.1. Se numeste panza de suprafata parametrizata de clasa C1
 o functie Σ : D ⊂ R2 → R3, de clasa C1, unde D este un domeniu al lui R2.Rezulta aplicatia
 D ∋ (u, v) → Σ (u, v) = (x (u, v) , y (u, v) , z (u, v)) ∈ R3,
 ın care x, y, z sunt functii de clasa C1.Ecuatiile x = x (u, v)
 y = y (u, v)z = z (u, v)
 , (u, v) ∈ D
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 se numesc ecuatiile parametrice ale panzei de suprafata s, iar multimea Σ (D) ∈R3 se numeste imaginea panzei Σ.
 Doua panze de suprafata Σ1 : D1 → R3 si Σ2 : D2 → R3 se numesc echiva-lente (si scriem Σ1 ∼ Σ2) daca exista o aplicatie φ : D1 → D2 bijectiva, de clasaC1, cu inversa de clasa C1 pe D2, avand jacobianul Jφ > 0 pe D1 si Σ2 ◦ φ = Σ1.
 Relatia∼ se dovedeste a fi relatie de echivalenta, ceea ce ne permite sa consideramclasele de echivalenta ın raport cu ∼, pe care le numim suprafete parametrizatede clasa C1. Vom nota prin Σ toate panzele echivalente cu Σ.
 Definim vectorii
 r = x (u, v) i+ y (u, v) j + z (u, v) k,
 ru =∂x
 ∂ui+
 ∂y
 ∂uj +
 ∂z
 ∂uk,
 rv =∂x
 ∂vi+
 ∂y
 ∂vj +
 ∂z
 ∂vk
 ın baza carora aflam vectorul normala la suprafata (vectorul perpendicular peplanul tangent la suprafata ın punctul curent),
 ru × rv = ±
 ∣∣∣∣∣∣i j k∂x∂u
 ∂y∂u
 ∂z∂u
 ∂x∂v
 ∂y∂v
 ∂z∂v
 ∣∣∣∣∣∣ .Se noteaza cu n = ± ru×rv
 ∥ru×rv∥ versorul normalei la suprafata Σ ın punctul
 curent (x, y, z) ∈ Σ.Lungimea vectorului normala la suprafata mai poate fi dedusa din formula
 ∥ru × rv∥ =√EG− F 2,
 unde numerele E, F, G se calculeaza din produsele scalare:
 E = ru · ruF = ru · rvG = rv · rv.
 De exemplu, sa consideram sfera
 Σ :{(x, y, z) ∈ R3| x2 + y2 + z2 = R2
 }.
 O parametrizare a ei o constituie ecuatiile
 Σ :
 x = R cosφ sin θy = R sinφ sin θz = R cos θ
 , cu φ ∈ [0, 2π] si θ ∈ [0, π] .
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 Avem
 r = R cosφ sin θi+R sinφ sin θj +R cos θk
 rφ = −R sinφ sin θi+R cosφ sin θj + 0k
 rθ = R cosφ cos θi+R sinφ cos θj −R sin θk,
 iar
 rφ × rθ = ±
 ∣∣∣∣∣∣i j k∂x∂φ
 ∂y∂φ
 ∂z∂φ
 ∂x∂θ
 ∂y∂θ
 ∂z∂θ
 ∣∣∣∣∣∣ == ±
 ∣∣∣∣∣∣i j k
 −R sinφ sin θ R cosφ sin θ 0R cosφ cos θ R sinφ cos θ −R sin θ
 ∣∣∣∣∣∣ == ±(−R2 cosφ sin2 θi−R2 sinφ sin2 θj −
 −R2 sin θ cos θk),
 ∥rφ × rθ∥ = R2
 √cos2 φ sin4 θ + sin2 φ sin4 θ + sin2 θ cos2 θ =
 = R2 sin θ,
 decin = ±
 (− cosφ sin θi− sinφ sin θj − cos θk
 ).
 Vom considera acum un caz particular de suprafata, a carei ecuatie ın coordo-natele carteziene x, y, z permite explicitarea lui z ın functie de x si y acum o altadefinitie a unei suprafetei.
 Presupunem ca Σ : f (x, y, z) = 0 poate fi parametrizata prin:
 Σ :
 x = uy = vz = z (u, v)
 , (u, v) ∈ D ⊂ R2.
 Atunci
 n = ± ru × rv∥ru × rv∥
 = ±−pi− qj + k√1 + p2 + q2
 ,
 unde
 p =∂z
 ∂x, q =
 ∂z
 ∂y.
 Semnele + si − din formula versorului normala la suprafata semnifica faptul cape suprafata exista o orientare, ın raport cu care semnele trebuie alese convenabilın functie de cum se specifica ın enunt sensul lui n (versorul normalei exterioare sauinterioare la suprafata).
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 11.13. Exercitii
 (1) Calculati limx→1
 f (x), unde f (x) = (ex, x2 + 1, arctg x) .
 R: Avem
 limx→1
 f (x) =(limx→1
 ex, limx→1
 (x2 + 1
 ), lim
 x→1(arctg x)
 )=
 =(e, 2,
 π
 4
 ).
 (2) Calculati f ′ (1) pentru functia:
 f (x) =(e−x
 2 lnxx, x2 + 1
 ).
 R: Avem
 f ′ (x) =
 (−e−x2 2 (ln x)x
 2 − 1 + ln x
 x2, 2x
 )si f ′ (1) rezulta prin ınlocuirea lui x cu 1 ın relatia anterioara.
 (3) Calculati lungimile urmatoarelor curbe:
 a) cicloida
 {x = a (t− sin t)y = a (1− cos t)
 , t ∈ [0, 2π] ;
 b) astroida
 {x = a cos3 ty = a sin3 t
 , t ∈ [0, 2π] ;
 c) curba data ın coordonate polare: r = a sin t3, adica{
 x = a sin t3cos t
 y = a sin t3sin t
 , t ∈ [0, 3π] ;
 d) spirala lui Arhimede r = at, t ∈ [0, 4π] ;e) spirala hiperbolica r = a
 t, t ∈
 [12, 6];
 f) cardioida r = a (1 + cos t) , t ∈ [0, 2π] .R: a) 8a; b) 6a; c) 3πa
 2.
 (4) Calculati urmatoarele limite, ın cazul ın care ele exista:
 a) lim(x,y)→(0,0)
 x2+y2
 x2−y2 ;
 b) lim(x,y)→(0,0)
 x2+y2√x2+y2+1−1
 ;
 c) lim(x,y)→(0,0)
 √x2y2+1−1
 x2+y2;
 d) lim(x,y)→(0,0)
 sin(x3+y3)x2+y2
 .
 R: a) nu exista; b) 0; c) 0; d) 0.
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 (5) Studiati continuitatea ın origine a functiei
 f (x, y) =
 {x2+y2
 x4+y4, daca (x, y) = (0, 0)
 2002, daca (x, y) = (0, 0).
 R: Deoarece lim(x,y)→(0,0)
 x2+y2
 x4+y4= +∞, rezulta ca functia nu este continua ın
 origine.(6) Calculati derivatele partiale ale functiilor:
 a) f (x, y) = x3 + y3 − 3xy;b) f (x, y) = xy;c) f (x, y) = y
 x;
 d) f (x, y) = ln sin x+2√y;
 e) f (x, y) = arctg yx;
 f) f (x, y) = x√x2+y2
 .
 R: a)∂(x3+y3−3xy)
 ∂x= 3x2 − 3y;
 ∂(x3+y3−3xy)∂y
 = 3y2 − 3x;
 b) ∂(xy)∂x
 = xy−1y; ∂(xy)
 ∂y= xy lnx;
 c)∂( y
 x)∂x
 = − yx2;∂( y
 x)∂y
 = 1x;
 d)∂(ln sin x+2√
 y
 )∂x
 =cos x+2√
 y√y sin x+2√
 y
 ;∂(ln sin x+2√
 y
 )∂y
 = −12
 (cos x+2√
 y
 )x+2
 (√y)3sin x+2√
 y
 ;
 e)∂(arctg y
 x)∂x
 = − yx2+y2
 ;∂(arctg y
 x)∂y
 = xx2+y2
 ;
 f)∂
 (x√
 x2+y2
 )∂x
 = y2√x2+y2
 3 ;∂
 (x√
 x2+y2
 )∂y
 = − x√x2+y2
 3y.
 (7) Calculati ∂f∂x
 (1, 1) si ∂f∂y
 (1, 1) , daca f (x, y) =√xy + x
 y.
 R:∂(√
 xy+xy
 )∂x
 = 1
 2
 √x y2+1
 y
 y2+1y
 , deci ∂f∂x
 (1, 1) =√2;
 ∂(√
 xy+xy
 )∂y
 = 1
 2
 √x y2+1
 y
 xy2−1y2
 , deci ∂f∂y
 (1, 1) = 0;
 (8) Calculati ∂∂x
 (1r
 ), unde r =
 √x2 + y2 + z2.
 R: ∂∂x
 (1r
 )= − 1
 r2∂r∂x
 = − 1r2
 x√x2+y2+z2
 = − xr3.
 (9) Calculati determinantul
 ∣∣∣∣∣ ∂x∂r
 ∂x∂φ
 ∂y∂r
 ∂y∂φ
 ∣∣∣∣∣ , daca x = r cosφ si y = r sinφ.
 R: r.(10) Demonstrati ca ∂f
 ∂x+ ∂f
 ∂y+ ∂f
 ∂z= 1, daca
 f (x, y, z) = (x− y) (y − z) (z − x) .

Page 191
                        

11.13. EXERCITII 191
 (11) Demonstrati ca functia f = φ (x2 + y2) verifica ecuatia
 y∂f
 ∂x− x
 ∂f
 ∂y= 0.
 (12) Calculati dfdt
 daca f = xy, iar x = et, y = ln t.
 R: dfdt
 = et(t ln t−1)
 t ln2 t.
 (13) Calculati dfdt
 daca f = ln sin x√y, iar x = 3t2, y =
 √t2 + 1.
 R: dfdt
 = t√yctg x√
 y
 (6− x
 2y2
 ).
 (14) Calculati dfdx
 si ∂f∂x
 daca f = arctg xy, iar y = x2.
 R: ∂f∂x
 = − yx2+y2
 ; dfdx
 = 1x2+1
 .
 (15) Calculati ∂f∂x
 si ∂f∂y
 daca f = φ (u, v), iar u = x2 − y2, v = exy.
 R: ∂f∂x
 = 2x∂f∂u
 (u, v) + yexy ∂f∂v
 (u, v) ;∂f∂y
 = −2y ∂f∂u
 (u, v) + xexy ∂f∂v
 (u, v) .
 (16) Aratati ca functia w = f (u, v) satisface ecuatia
 ∂w
 ∂t= a
 ∂w
 ∂x+ b
 ∂w
 ∂y,
 unde u = x+ at, v = y + bt.(17) Calculati derivata functiei f (x, y) = ln
 √x2 + y2 ın punctul a = (1, 1), dupa
 directia s =(
 1√2, 1√
 2
 ).
 R:√22.
 (18) Calculati derivata functiei f (x, y, z) = x2 − 3yz + 5 ın punctul a = (1, 2, 1),
 dupa directia s =(
 1√3, 1√
 3, 1√
 3
 ).
 R: −√33.
 (19) Calculati grad f ın punctul a = (5, 3), daca f (x, y) =√x2 − y2.
 R: grad f (5, 3) =(54,−3
 4
 ).
 (20) Calculati grad f ın punctul a = (1, 2, 3), daca f (x, y, z) = xyz.R: grad f (1, 2, 3) = (6, 3, 2) .
 (21) Calculati ∂2f∂x2, ∂2f∂x∂y
 , ∂2f∂y2, daca
 f (x, y) =√x2 + y2.
 R:∂2
 (√x2+y2
 )∂x2
 = y2√x2+y2
 3 ;∂2
 (√x2+y2
 )∂x∂y
 = − xy√x2+y2
 3 ;
 ∂2(√
 x2+y2)
 ∂y2= x2√
 x2+y23 .
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 (22) Calculati ∂2f∂x2, ∂2f∂x∂y
 , ∂2f∂y2, daca
 f (x, y) = ln(x2 + y2
 ).
 R:∂2(ln(x2+y2))
 ∂x2= −2 x2−y2
 (x2+y2)2;∂2(ln(x2+y2))
 ∂x∂y= −4 xy
 (x2+y2)2;
 ∂2(ln(x2+y2))∂y2
 = 2 x2−y2(x2+y2)2
 .
 (23) Calculati ∂2f∂x∂y
 , daca
 f (x, y) = arctgx+ y
 1− xy.
 R:∂2(arctg x+y
 1−xy )∂x∂y
 = 0
 (24) Verificati relatia∂2f
 ∂x∂y=
 ∂2f
 ∂y∂x,
 pentru functia f (x, y) = xy.(25) Aratati ca functia f (x, y) = arctg y
 xverifica ecuatia lui Laplace
 ∂2f
 ∂x2+∂2f
 ∂y2= 0.
 (26) Scrieti polinomul lui Taylor de gradul al treilea pentru functia f (x, y) = xy
 ın punctul a = (1, 1) .R:
 T3f ((x, y) , (1, 1)) = 1 + (x− 1) + (x− 1) (y − 1) +
 +1
 2!(x− 1)2 (y − 1) .
 (27) Scrieti polinomul lui Taylor de gradul al treilea pentru functia f (x, y) =ex sin y ın punctul a = (0, 0) .R:
 T3f ((x, y) , (0, 0)) = y + xy +x2y
 2− y3
 6.
 (28) Gasiti extremele functiilor de doua variabile:a) f (x, y) = x3 + 3xy2 − 15x− 12y;b) f (x, y) = x2 + xy + y2 − 2x− y;
 c) f (x, y) = 1− 3√x2 + y2;
 d) f (x, y) = x4 + y4 − 2x2 + 4xy − 2y2.R: a) (2, 1) este punct de minim, valoarea minimului fiind −28 si (−2,−1)este punct de maxim, valoarea maximului fiind 28.
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 b) (1, 0) este punct de minim, valoarea minimului fiind −1.c) (0, 0) este punct de maxim, valoarea maximului fiind 1.d)(√
 2,−√2)este punct de minim, valoarea minimului fiind −8.
 (29) Gasiti extremele functiilor de trei variabile:a) Gasiti extremele functiilor de doua variabile:a) f (x, y, z) = x2 + y2 + z2 − xy + x− 2z;
 b) f (x, y, z) = x+ y2
 4x+ z2
 y+ 2
 z.
 R: a)(−2
 3,−1
 3, 1)este punct de minim, valoarea minimului fiind −4
 3.
 b)(12, 1, 1
 )este punct de minim, valoarea minimului fiind 4.
 (30) Gasiti extremele cu legaturi ale functiilor:a) f (x, y) = xy, x+ y = 1;b) f (x, y) = x+ 2y, x2 + y2 = 5;c) f (x, y, z) = x− 2y + 2z, x2 + y2 + z2 = 9;d) f (x, y, z) = xy2z3, x+ y + z = 12, x > 0, y > 0, z > 0.R: a)
 (12, 12
 )este punct de maxim, valoarea maximului fiind 1
 4.
 b) (1, 2) este punct de maxim, valoarea maximului fiind 5.c) (−1, 2,−2) este punct de minim, valoarea minimului fiind −9 si (1,−2, 1)este punct de maxim, valoarea maximului fiind 9.d) (2, 4, 6) este punct de maxim, valoarea maximului fiind 2 · 42 · 63.
 (31) Transformati ecuatia
 x2d2y
 dx2+ 2x
 dy
 dx+ y = 0,
 punand x = et.
 R: d2ydt2
 + dydt
 + y = 0.(32) Transformati ecuatia(
 1− x2) d2ydx2
 − xdy
 dx= 0,
 punand x = cos t.
 R: d2ydt2
 = 0.(33) Transformati ecuatiile urmatoare considerand drept y variabila indepen-
 denta si x drept functie:
 a) d2ydx2
 + 2y(dydx
 )2= 0; b) dy
 dx· d3ydx3
 − 3(d2ydx2
 )2= 0.
 R: a) d2xdy2
 − 2y dxdy
 = 0; b) d3xdy3
 = 0.
 (34) Transformati ecuatia
 y∂z
 ∂x− x
 ∂z
 ∂y= 0,
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 cu schimbarea de variabile u = x, v = x2 + y2.R: ∂z
 ∂u= 0.
 (35) Transformati ecuatia
 x∂z
 ∂x+ y
 ∂z
 ∂y− z = 0,
 cu schimbarea de variabile u = x, v = yx.
 R: u ∂z∂u
 − z = 0.(36) Transformati ecuatia
 ∂2z
 ∂x2− 2
 ∂2z
 ∂x∂y+∂2z
 ∂y2= 0,
 cu schimbarea de variabile u = x+ y, v = yxsi schimbarea de functie w = z
 x,
 unde z = z (x, y) , w = w (u, v) .
 R: ∂2w∂v2
 = 0.(37) Transformati ecuatia
 ∂2z
 ∂x2+
 ∂2z
 ∂x∂y+∂2z
 ∂y2= 0,
 cu schimbarea de variabile u = x + y, v = x − y si schimbarea de functiew = xy − z, unde z = z (x, y), w = w (u, v) .
 R: ∂2w∂u2
 = 12.
 (38) Scrieti ecuatiile parametrice ale urmatoarelor suprafete si calculati versorulnormalei exterioare la suprafata:
 a) elipsoidul x2
 4+ y2
 9+ z2
 25= 1; b) sfera x2 + y2 + z2 = 2y;
 c) conul superior z2 = x2 + y2, z ∈ [0, h]; d) paraboloidul eliptic z =x2
 a2+ y2
 b2, z ∈ [0, h] ;
 e) paraboloidul hiperbolic z = xy, x2 + y2 ≤ 1.R: a) x = 2 cosφ sin θ, y = 3 sinφ sin θ, z = 5 cos θ, φ ∈ [0, 2π] , θ ∈ [0, π] ;b) x2 + y2 + z2 = 2y ⇐⇒ x2 + (y − 1)2 + z2 = 1; x = cosφ sin θ, y =1 + sinφ sin θ, z = cos θ, φ ∈ [0, 2π] , θ ∈ [0, π] ;c) x = u, y = v, z =
 √u2 + v2, u2 + v2 ≤ h2;
 d) x = u, y = v, z = u2
 a2+ v2
 b2, u
 2
 a2+ v2
 b2≤ h;
 e) x = u, y = v, z = uv, u2 + v2 ≤ 1.
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 Integrale cu parametru
 12.1. Teorema de derivare sub semnul integral
 Consideram o functie f : [a, b] × D → R, unde D ⊂ R este o interval deschis.
 Scopul acestui capitol este acela de a calcula integrale de forma F (y) =∫ baf (x, y) dx,
 atunci cand y ∈ D si functia x→ f (x, y) este integrabila pe [a, b], pentru orice y ∈ D.Teorema 12.1.1 (Teorema de derivare sub semnul integral). Fie f : [a, b]×D →
 R o functie continua, cu ∂f∂y
 : [a, b] × D → R continua, D ⊂ R un interval deschis.
 Atunci F este derivabila pe D si are loc relatia
 F ′ (y) =
 ∫ b
 a
 ∂f
 ∂y(x, y) dy, (∀) y ∈ D.
 De exemplu, sa calculam
 F (y) =
 ∫ π
 0
 ln (1 + y cos x)
 cosxdx, |y| < 1.
 Fie f : [0, π] × (−1, 1) → R, f (x, y) = ln(1+y cosx)cosx
 . Atunci f este continua avandderivata partiala
 ∂f
 ∂y(x, y) =
 ∂
 ∂y
 (ln (1 + y cos x)
 cos x
 )=
 1
 1 + y cos x
 continua pe [0, π]× (−1, 1) . Obtinem din teorema 12.1.1,
 F ′ (y) =
 ∫ π
 0
 1
 1 + y cos xdx,
 pe care daca o calculam (de exemplu cu substitutia x = tg x2), gasim
 F ′ (y) =2
 1− y
 ∫ ∞
 0
 dt
 t2 + 1+y1−y
 =
 =2
 1− y
 √1 + y
 1− yarctg t
 √1 + y
 1− y|∞0 =
 =π√
 1− y2.
 195
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 Deci,
 F (y) = π arcsin y + C, C ∈ R.
 Facandu-l pe y = 0 gasim F (0) = C =∫ π0
 ln(1+0 cosx)cosx
 dx = 0.Rezulta
 F (y) = π arcsin y, y ∈ (−1, 1) .
 Corolar 12.1.1 (Teorema lui Fubini). Daca f : [a, b]× [c, d] → R este o functiecontinua, atunci ∫ b
 a
 (∫ d
 c
 f (x, y) dy
 )dx =
 ∫ d
 c
 (∫ b
 a
 f (x, y) dx
 )dy.
 De exemplu, sa calculam∫ 1
 0xa−xblnx
 dx, unde a > b > 0.Remarcam relatia
 xa − xb
 lnx=
 ∫ a
 b
 xydy,
 care ne conduce la considerarea functiei f : [0, 1]× [b, a] → R, f (x, y) = xy, care esteo functie continua pe [0, 1]× [b, a] .
 Aplicand teorema lui Fubini, rezulta∫ 1
 0
 xa − xb
 lnxdx =
 ∫ 1
 0
 (∫ a
 b
 xydy
 )dx =
 =
 ∫ a
 b
 (∫ 1
 0
 xydx
 )dy =
 =
 ∫ a
 b
 (xy+1
 y + 1|x=1x=0
 )dy =
 =
 ∫ a
 b
 1
 y + 1dy = ln (y + 1) |ab=
 = lna+ 1
 b+ 1.
 Consideram acum cazul integralelor cu parametru de forma
 F (y) =
 ∫ φ(y)
 a
 f (x, y) dx,
 unde f : [a, b]×D → R este integrabila si φ : D → R este derivabila.Avem urmatoareaTeorema 12.1.2. Fie functia f : [a, b] ×D → R continua si cu ∂f
 ∂ycontinua pe
 [a, b] × D si functia φ : D → R este derivabila, cu φ (D) ⊂ [a, b] . Atunci F (y) =
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 f (x, y) dx este derivabila pe D si
 F ′ (y) = f (φ (y) , y)φ′ (y) +
 ∫ φ(y)
 a
 ∂f
 ∂y(x, y) dx.
 De exemplu, sa calculam F (y) =∫ y0
 ln(xy+1)x2+1
 dx, cu y ∈ (0,∞) .
 Avem f (x, y) = ln(xy+1)x2+1
 , f : [0, y] × (0,+∞) → R este continua cu ∂f∂y
 (x, y) =x
 (xy+1)(x2+1)continua pe [0, y] × (0,+∞) . Functia φ : (0,+∞) → R, φ (y) = y este
 derivabila pe (0,∞) .Atunci, conform teoremei 12.1.2, avem
 F ′ (y) =ln (y2 + 1)
 y2 + 1+
 ∫ y
 0
 x
 (xy + 1) (x2 + 1)dx,
 calculele continuand ca la exemplele anterioare, printr-o integrare ın raport cu vari-abila y.
 Rezultate asemanatoare se obtin si cand domeniul variabilei de integrare x estenemarginit, acesta fiind cazul integralelor improrii cu parametru.
 12.2. Exercitii
 Sa se calculeze urmatoarele integrale cu parametru:
 (1) F (y) =∫ π
 2
 0ln(y2 − sin2 x
 )dx, y ∈ (1,∞) ;
 (2) F (y) =∫ π
 2
 01
 cosxln 1+y cosx
 1+y cosxdx, y ∈ (−1, 1) ;
 (3) F (y) =∫ π
 2
 0arctg (y tg x)
 tg xdx, y ∈ (0,∞) ;
 (4) F (a, b) =∫∞0
 e−ax−e−bx
 xdx, b > b > 0;
 (5) F (a, b) =∫∞0
 cos ax−cos bxx2
 dx, b > a > 0.
 R: 1) Avem F ′ (y) =∫ π
 2
 02y
 y2−sin2 xdx si cu schimbarea de variabila tg x = t se
 obtine
 F ′ (y) =
 ∫ ∞
 0
 π√y2 − 1
 ,
 de unde
 F (y) = π ln(y +
 √y2 − 1
 )+ C,C ∈ R.
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 Deci,
 C =
 ∫ π2
 0
 ln(y2 − sin2 x
 )dx− π ln
 (y +
 √y2 − 1
 )=
 = π ln y +
 ∫ π2
 0
 ln
 (1− sin2 x
 y2
 )dx− π ln
 (y +
 √y2 − 1
 )=
 = π lny
 y +√y2 − 1
 +
 ∫ π2
 0
 ln
 (1− sin2 x
 y2
 )dx.
 Cum∣∣∣ln(1− sin2 x
 y2
 )∣∣∣ ≤ ln(1− 1
 y2
 ), rezulta ca∣∣∣∣∣
 ∫ π2
 0
 ln
 (1− sin2 x
 y2
 )dx
 ∣∣∣∣∣ ≤ π
 2ln
 (1− 1
 y2
 )dx.
 Facandu-l pe y → ∞ rezulta ca∫ π2
 0
 ln
 (1− sin2 x
 y2
 )dx→ 0.
 Pe de alta parte,
 limy→∞
 π lny
 y +√y2 − 1
 = π ln1
 2.
 Deci,
 C = π ln1
 2si
 F (y) = π ln(y +
 √y2 − 1
 )+ π ln
 1
 2, y ∈ (1,+∞) .
 2) Avem F ′ (y) =∫ π
 2
 02dx
 1−y2 cos2 x , y ∈ (−1, 1) . Prelungim prin continuitate ın
 punctul x = π2functia
 f (x, y) =2
 1− y2 cos2 x
 cu valoarea 2. Cu substitutia tg x = t, se obtine
 F ′ (y) =π√
 1− y2.
 Astfel,F (y) = π arcsin y + C, C ∈ R.
 Facandu-l pe y = 0, rezulta C = 0.
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 DeciF (y) = π arcsin y.
 3) Avem F ′ (y) =∫ π
 2
 01
 1+y2 tg2 xdx, y ∈ (0,∞). Prelungim prin continuitate
 ın punctele x = 0 si x = π2functia
 f (x, y) =1
 1 + y2 tg2 x
 cu valorile 1, respectiv 0. Cu substitutia tg x = t se obtine
 F ′ (y) =π
 2 (1 + y)+ C, C ∈ R,
 de undeF (y) =
 π
 2ln |y + 1|+ C, C ∈ R.
 Facandu-l pe y = 0, rezulta C = 0.Deci
 F (y) = ππ
 2ln |y + 1| .
 Daca y ∈ R, atunci
 F (y) = ππ
 2ln ||y|+ 1| .
 4) Avem ca
 e−ax − e−bx
 x= −e
 −xy
 x|y=by=a=
 ∫ b
 a
 e−xydy,
 care ne conduce la considerarea functiei f : (0,∞) × [a, b] → R, f (x, y) =e−yx
 x, care este o functie continua pe (0,∞) × [a, b] . Aplicand teorema lui
 Fubini, rezulta∫ ∞
 0
 e−ax − e−bx
 xdx =
 ∫ ∞
 0
 (∫ b
 a
 e−xydy
 )dx =
 =
 ∫ b
 a
 (∫ ∞
 0
 e−xydx
 )dy =
 =
 ∫ b
 a
 (−e
 −xy
 y|x=∞x=0
 )dy =
 =
 ∫ b
 a
 1
 ydy = ln
 b
 a.
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CAPITOLUL 13
 Integrale duble
 13.1. Definitii si metode de calcul
 Definitie 13.1.1. Fie f : D ⊂ R2 → R o functie continua, unde D este omultime compacta (ınchisa si marginita). Fie P = (D1, D2, ..., Dn) o descompunerea lui D ın n domenii disjuncte doua cate doua, D = ∪ni=1Di. P poarta numele dediviziune Riemann a lui D. Cel mai mare dintre toate diametrele domeniilor Di
 se numeste norma diviziunii Riemann P si se noteaza cu ∥P∥ . Alegand arbitrarın fiecare Di, cate un punct zi = (ξi, ηi) , i ∈ 1, n, expresia
 σf (P, z) =n∑i=1
 f (ξi, ηi) · Aria (Di)
 se numeste suma Riemann asociata functiei f, diviziunii P si punctelor interme-diare (ξi, ηi) .
 Functia f : D → R se numeste integrabila Riemann pe multimea compacta(ınchisa si marginita) D daca exista un numar I ∈ R, astfel ıncat pentru orice sirde diviziuni (Pn)n∈N cu norma tinzand la zero si orice sir de puncte intermediarediviziunilor Pn, zn = (ξni , η
 ni )n∈N,
 σf (P, zn) → I.
 Orice functie continua pe D este integrabila Riemann pe D.Integrala dubla a functiei f pe D ⊂ R2 este prin definitie numarul I si se
 noteaza
 I =
 ∫∫D
 f (x, y) dxdy,
 Se disting doua tipuri fundamentale de domenii D de integrare.1) Domeniu simplu ın raport cu axa Oy.D este limitat la stanga si la dreapta de dreptele x = a si x = b, cu x1 < x2 si
 inferior si superior de curbele y = φ1 (x) si y = φ2 (x) , cu φ1 (x) ≤ φ2 (x) .
 201
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202 13. INTEGRALE DUBLE
 Atunci calculul integralei duble∫∫
 Df (x, y) dxdy revine la∫∫
 D
 f (x, y) dxdy =
 ∫ b
 a
 dx
 ∫ φ2(x)
 φ1(x)
 f (x, y) dy =
 =
 ∫ b
 a
 (∫ φ2(x)
 φ1(x)
 f (x, y) dy
 )dx.
 Cele doua integrale simple se calculeaza ıntai ın raport cu y (atunci cand x ∈ [a, b]este constant) si apoi ın raport cu x.
 2) Domeniu simplu ın raport cu axa Ox.D este limitat inferior si superior de dreptele y = c si y = d, cu c < d si la stanga
 si la dreapta de curbele x = ψ1 (y) si x = ψ2 (y) , cu ψ1 (y) ≤ ψ2 (y) .Atunci calculul integralei duble
 ∫∫Df (x, y) dxdy revine la∫∫
 D
 f (x, y) dxdy =
 ∫ d
 c
 dy
 ∫ ψ2(x)
 ψ1(x)
 f (x, y) dx =
 =
 ∫ d
 c
 (∫ ψ2(x)
 ψ1(x)
 f (x, y) dx
 )dy.
 Cele doua integrale simple se calculeaza ıntai ın raport cu y (atunci cand x ∈ [a, b]este constant) si apoi ın raport cu x.
 De exemplu, sa calculam
 I =
 ∫ 1
 0
 dx
 ∫ 1
 x
 (x+ y) dy.
 Daca domeniul de integrare nu este nici de tipul 1), nici de tipul 2), atunci setrece la despartirea domeniului ın subdomenii care sunt simple ın raport cu una saucealalta dintre axele de coordonate.
 13.2. Proprietatile integralei duble
 1. Proprietatea de liniaritate:∫∫D
 (af + bg) (x, y) dxdy = a
 ∫∫D
 f (x, y) dxdy + b
 ∫∫D
 g (x, y) dxdy,
 oricare ar fi a, b ∈ R.2. Proprietatea de aditivitate fata de domeniul de integrare:∫∫
 D
 f (x, y) dxdy =
 ∫∫D1
 f (x, y) dxdy +
 ∫∫D2
 f (x, y) dxdy,
 unde D = D1 ∪D2 si D1 ∩D2 = ∅.
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 3. Proprietatea de monotonie:Daca f (x, y) ≤ g (x, y) , (∀) (x, y) ∈ D, atunci∫∫
 D
 f (x, y) dxdy ≤∫∫
 D
 g (x, y) dxdy.
 4. Proprietatile de medie:a) Daca m ≤ f (x, y) ≤M, (∀) (x, y) ∈ D, atunci
 m · Aria (D) ≤∫∫
 D
 f (x, y) dxdy ≤M · Aria (D) .
 b) Daca f este continua pe D compact si convex (adica tx + (1− t) y ∈ D, (∀)t ∈ [0, 1] , x, y ∈ D), atunci exista un punct (ξ, η) ∈ D, astfel ıncat∫∫
 D
 f (x, y) dxdy = f (ξ, η) · Aria (D) .
 5. Proprietatea de calibrare:Daca D ⊂ R2 este un domeniu compact, atunci
 Aria (D) =
 ∫∫D
 dxdy.
 13.3. Schimbari de variabile
 Teorema 13.3.1. Fie D, D∗ ⊂ R2 multimi compacte, marginite de curbele FrD, Fr D∗ ınchise si netede. Fie T : D∗ → D,
 T :
 {x = x (u, v)y = y (u, v)
 , (u, v) ∈ D∗,
 avand proprietatile:1) T este bijectiva pe D∗;2) T este de clasa C1 ın D∗;3) Jacobianul lui T este diferit de zero ın D∗.Fie f : D → R integrabila pe D. Atunci∫∫
 D
 f (x, y) dxdy =
 ∫∫D∗f (x (u, v) , y (u, v)) |det JT (u, v)| dudv.
 Observatie 13.3.1. Schimbarea de variabila ıntr-o integrala dubla are dreptscop simplificarea domeniului de integrare sau simplificarea functiei de integrat.
 Sa consideram cateva exemple de schimbari de variabile.1. Trecerea la coordonate polare (ρ raza polara si φ unghiul polar):
 T :
 {x = ρ cosφy = ρ sinφ
 ,
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 unde D∗ = {(ρ, φ) ∈ R2, ρ ≥ 0, φ ∈ [0, 2π]} .Jacobianul transformarii este
 det JT =
 ∣∣∣∣ cosφ −ρ sinφsinφ ρ cosφ
 ∣∣∣∣ = ρ.
 Aceasta schimbare de variabile este indicata atunci cand domeniul de integrareD este un disc, o portiune dintr-un disc sau cand functia de integrat contine sumax2 + y2.
 2. Trecerea la coordonate polare generalizate (ρ raza polara si φ unghiul polar):
 T :
 {x = aρ cosφy = bρ sinφ
 ,
 unde D∗ = {(ρ, φ) ∈ R2, ρ ≥ 0, φ ∈ [0, 2π]} .Jacobianul transformarii este
 det JT =
 ∣∣∣∣ a cosφ −aρ sinφb sinφ bρ cosφ
 ∣∣∣∣ = abρ.
 Aceasta schimbare de variabile este indicata atunci cand domeniul de integrareD este limitat de o elipsa, o portiune dintr-un domeniu limitat de o elipsa sau cand
 functia de integrat contine suma x2
 a2+ y2
 b2.
 3. Daca avem de calculat o integrala dubla pe un domeniu deli- mitat de unpatrulater curbiliniu, avand drept laturi opuse curbe care fac fiecare parte dintr-un fascicul de curbe ce depind de un singur parametru, este natural sa consideramschimbarea de variabile data tocmai de aceste doua familii.
 De exemplu, daca avem de calculat aria patrulaterului curbiliniu marginit dehiperbolele xy = p, xy = q si dreptele y = ax, y = bx, cu q > p > 0, b > a > 0,atunci consideram
 T−1 :
 {xy = uyx= v
 , cu u ∈ (p, q) , v ∈ (a, b) ,
 sau
 T :
 {x =
 √uv
 y =√uv
 ,
 cu jacobianul
 det JT =1
 2v.
 Rezulta
 Aria (D) =
 ∫∫D
 dxdy =
 ∫∫D∗
 |det JT (u, v)| dudv =
 =
 ∫ q
 p
 du
 ∫ b
 a
 1
 2vdv =
 1
 2(q − p) ln
 b
 a.
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 4. Sa calculam
 I =
 ∫ +∞
 0
 e−x2
 dx.
 Avem
 I2 =
 (∫ +∞
 0
 e−x2
 dx
 )·(∫ +∞
 0
 e−y2
 dy
 )=
 =
 ∫ +∞
 0
 (∫ +∞
 0
 e−y2
 dy
 )· e−x2dx =
 =
 ∫∫D
 e−(x2+y2)dxdy,
 unde D = [0,+∞)× [0,+∞).Trecand la coordonate polare, domeniul transformat devine
 D∗ ={(ρ, φ) ∈ R2, ρ ∈ [0,+∞), φ ∈
 [0,π
 2
 ]}si astfel
 I2 =
 ∫ π2
 0
 dφ
 ∫ +∞
 0
 ρe−ρ2
 dρ =π
 2
 (−1
 2e−ρ
 2
 )|+∞0 =
 π
 4.
 Deci,
 I =
 √π
 2.
 De asemenea, obtinem ∫ +∞
 −∞e−x
 2
 dx =√π.
 13.4. Exercitii
 (1) Sa se calculeze∫∫
 Dxyy2+1
 dxdy, unde D este dreptunghiul [−2, 3]× [−1, 5] .
 R: Domeniul de integrare este simplu ın raport cu ambele axe. Daca in-tegram ın ordinea y, x, gasim∫∫
 D
 xy
 y2 + 1dxdy =
 ∫ 2
 −3
 xdx
 ∫ 5
 −1
 y
 y2 + 1dy =
 =x2
 2|3−2 ·
 1
 2ln(y2 + 1
 )|5−1=
 =5 ln 13
 4.
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 Daca integram ın ordinea x, y, gasim
 ∫∫D
 xy
 y2 + 1dxdy =
 ∫ 5
 −1
 y
 y2 + 1dy
 ∫ 2
 −3
 xdx =
 =x2
 2|3−2 ·
 1
 2ln(y2 + 1
 )|5−1=
 =5 ln 13
 4.
 Observatie 13.4.1. In acest caz nu are importanta ordinea de integrare.Intrucat limitele de integrare sunt constante reale si functia f (x, y) este unprodus dintre o functie doar de x si o functie doar de y, i.e. f (x, y) =g (x) · h (y), unde g (x) = x si h (y) = y
 y2+1, valoarea integralei duble este
 egala cu produsul celor doua integrale simple ın raport cu fiecare dintre celedoua variabile.
 (2) Sa se calculeze∫∫
 Dxy
 (1+x2+y2)32dxdy, unde D este dreptunghiul [0, 1]× [0, 1] .
 R: Integram ın ordinea y, x si avem
 I =
 ∫∫D
 xy
 (1 + x2 + y2)32
 dxdy =
 =
 ∫ 1
 0
 xdx
 ∫ 1
 0
 y
 (1 + x2 + y2)32
 dy =
 =
 ∫ 1
 0
 x
 [1
 2
 (1 + x2 + y2)− 1
 2
 −12
 ]|y=1y=0 dx =
 =
 ∫ 1
 0
 x√x2 + 1
 dx−∫ 1
 0
 x√x2 + 2
 dx =
 =√x2 + 1 |x=1
 x=0 −√x2 + 2 |x=1
 x=0= 2√2−
 √3− 1.
 Daca vom integra ın ordinea x, y, atunci metoda de calcul este aceeasi. Inacest caz, valoarea integralei duble nu mai rezulta din produsul valorilorcelor doua integrale simple, deoarece functia de integrat xy
 (1+x2+y2)32nu mai
 are variabilele separabile.(3) Sa se calculeze
 ∫∫D(x+ 2y) dxdy, undeD este domeniul limitat de parabolele
 y = x2 + 1, y = −x2 si dreptele x = −1, x = 3.
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 R: Avem
 I =
 ∫∫D
 (x+ 2y) dxdy =
 ∫ 3
 −1
 dx
 ∫ x2+1
 −x2(x+ 2y) dy =
 =
 ∫ 3
 −1
 (xy + y2
 )|y=x
 2+1y=−x2 dx =
 ∫ 3
 −1
 (2x3 + 2x2 + x+ 1
 )dx =
 =200
 3.
 (4) Sa se calculeze∫∫
 Dxdxdy, unde D este domeniul limitat de curbele x2
 2−
 y2
 4− 1 = 0, y2 = 2x, y = 0, y = 1.
 R: Avem
 I =
 ∫∫D
 xdxdy =
 ∫ 1
 0
 dy
 ∫ √y2+4
 2
 y2
 2
 xdx =
 =1
 2
 ∫ 1
 0
 x2 |x=√
 y2+42
 x= y2
 2
 dx =1
 2
 ∫ 1
 0
 (y2 + 4
 2− y2
 4
 )dy =
 127
 120.
 (5) Sa se calculeze∫∫
 D
 √y−xy+x
 dxdy, unde D este domeniul limitat de dreptele
 y = −1, y = −2, y = x, y = −2x.R:Avem
 I =
 ∫∫D
 √y − x
 y + xdxdy =
 ∫ −1
 −2
 dy
 ∫ − y2
 y
 √y − x
 y2 − x2dx =
 =
 ∫ −1
 −2
 (y arcsin
 x
 y+√y2 − x2
 )|x=− y
 2x=y dx
 =
 ∫ 1
 0
 (y arcsin
 (−1
 2
 )+y
 2
 √3
 )dy
 = − 1
 12π +
 1
 4
 √3.
 (6) Sa se calculeze∫∫
 Dxydxdy, unde D este domeniul limitat de triunghiul
 ABC de varfuri A (1, 1) , B (2, 2) , C (1, 3) .R: Observam ca este de preferat ordinea de integrare y, x :
 I =
 ∫∫D
 xydxdy =
 ∫ 2
 1
 xdx
 ∫ 4−x
 x
 ydy =
 ∫ 2
 1
 x
 (y2
 2
 )|y=4−xy=x dx =
 = 4
 ∫ 2
 1
 (2x− x2
 )dx =
 8
 3.
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 (7) Sa se calculeze∫∫
 D
 ln(x2+y2)x2+y2
 dxdy, undeD este domeniulD = {(x, y) ∈ R2| 1 ≤ x2 + y2 ≤ e2} .R: Prin trecerea la coordonate polare, avem{
 x = ρ cosφy = ρ sinφ
 ,
 unde D∗ = {(ρ, φ) ∈ R2| ρ ∈ [1, e] , φ ∈ [0, 2π]} . Deci,
 I =
 ∫ 2π
 0
 dφ
 ∫ e
 1
 ln ρ2
 ρ2ρdρ = 2π
 ∫ e
 1
 2ln ρ
 ρdρ =
 = 2π ln2 ρ |ρ=eρ=1= 2π.
 (8) Sa se calculeze∫∫
 Dy2
 x2dxdy, unde D este domeniul
 D ={(x, y) ∈ R2| 1 ≤ x2 + y2 ≤ 2x
 }.
 R: Prin trecerea la coordonate polare, avem{x = ρ cosφy = ρ sinφ
 .
 Prin ınlocuirea lui x si y cu expresiile lor ın functie de ρ si φ ın inecuatiilece delimiteaza domeniul, avem
 1 ≤ ρ2 ≤ 2ρ cosφ.
 Rezulta ca avem cu necesitate cosφ ≥ 0, adica φ ∈[−π
 2, π2
 ]si
 ρ ∈ [1, 2 cosφ] .
 Pentru determinarea domeniului unghiului polar, rezolvam inecuatia 2 cosφ ≥1, de unde gasim φ ∈
 [−π
 3, π3
 ].
 Deci,
 D∗ ={(ρ, φ) ∈ R2| ρ ∈ [1, 2 cosφ] , φ ∈
 [−π3,π
 3
 ]}si
 I =
 ∫ π3
 −π3
 tg 2φdφ
 ∫ 2 cosφ
 1
 ρdρ = 2
 ∫ π3
 −π3
 sin2 φdφ− 1
 2
 ∫ π3
 −π3
 tg 2φdφ =
 = π − 3√3
 2.
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 (9) Sa se calculeze∫∫
 Ddxdy
 3√
 5−x2
 9− y2
 16
 , unde D este domeniul
 D =
 {(x, y) ∈ R2| 1 ≤ x2
 9+y2
 16≤ 4
 }.
 R: Prin trecerea la coordonate polare generalizate, avem{x = 3ρ cosφy = 4ρ sinφ
 .
 unde D∗ = {(ρ, φ) ∈ R2| ρ ∈ [1, 2] , φ ∈ [0, 2π]} si det JT = 12ρ. Deci,
 I =
 ∫ 2π
 0
 dφ
 ∫ 2
 1
 12ρ3√5− ρ2
 dρ = −12π
 ∫ 2
 1
 (5− ρ2
 )′ (5− ρ2
 )− 13 dρ =
 = −12π(5− ρ2)
 23
 23
 |ρ=2ρ=1= 18π
 (3√16− 1
 ).
 (10) Sa se calculeze aria patrulaterului curbiliniu marginit de dreptele y = 2x+a,y = 2x+ b, y = αx, y = βx, cu 0 < a < b, 0 < α < β.R: Folosind schimbarea de variabile
 T−1 :
 {y − 2x = uyx= v
 , cu u ∈ [a, b] si v ∈ [α, β] ,
 avem
 T :
 {x = u
 v−2
 y = uvv−2
 ,
 si det JT = u(v−2)2
 . Rezulta
 Aria (D) =
 (∫ b
 a
 udu
 )·(∫ β
 α
 dv
 (v − 2)2
 )=
 =b2 − a2
 2·(
 1
 α− 2− 1
 β − 2
 ).
 (11) Sa se calculeze aria patrulaterului curbiliniu marginit de curbele xy = 1,xy = 8, y2 = x, y2 = 5x.R: Folosind schimbarea de variabile
 T−1 :
 {xy = uy2
 x= v
 , cu u ∈ [1, 8] si v ∈ [1, 5] ,
 avem
 T :
 {x = u
 v2
 y = u3
 v
 ,
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 si det JT = − 1v. Rezulta
 Aria (D) =
 (∫ 8
 1
 du
 )·(∫ 5
 1
 dv
 v
 )= 7 ln 5.
 (12) Calculati aria delimitata de bucla din dreapta a lemniscatei lui Bernoulli(x2 + y2
 )2= a2
 (x2 − y2
 ).
 R: Trecand la coordonate polare, din pricina existentei sumei x2 + y2 dinecuatia curbei ce delimiteaza domeniul de integrare, avem{
 x = ρ cosφy = ρ sinφ
 .
 Prin ınlocuirea lui x si y cu expresiile lor ın functie de ρ si φ ın ecuatialemniscatei lui Bernoulli, obtinem
 ρ2 = a2 cos 2φ.
 Din conditia cos 2φ ≥ 0, obtinem φ ∈[−π
 4, π4
 ]∪[3π4, 5π
 4
 ]. Primul interval
 reprezinta domeniul unghiului polar ın interiorul buclei din dreapta si cel deal doilea interval reprezinta domeniul un- ghiului polar ın interiorul bucleidin stanga a lemniscatei. Astfel, pentru bucla din dreapta, avem
 D∗ ={(ρ, φ) | ρ ∈
 [0, a√cos 2φ
 ], φ ∈
 [−π4,π
 4
 ]}si deci
 Aria (D) =
 ∫ π4
 −π4
 dφ
 ∫ a√cos 2φ
 0
 ρdρ =a2
 2
 ∫ π4
 −π4
 cos 2φdφ =
 =a2
 2.
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CAPITOLUL 14
 Integrale triple
 14.1. Definitii si metode de calcul
 Reamintim ca un rol fundamental ın teoria integralei duble l-a constituit notiunede arie a unui domeniu plan. Analog, ın teoria generala a integralei triple, un rolfundamental ıl va juca notiunea de volum al unui corp.
 Definitie 14.1.1. Fie f : V ⊂ R3 → R o functie continua, unde V este omultime compacta (marginita si ınchisa). Fie P = (V1, V2, ..., Vn) o descompunerea lui V ın n domenii disjuncte doua cate doua, V = ∪ni=1Vi. P poarta numele dediviziune Riemann a lui V. Cel mai mare dintre toate diametrele domeniilor Di
 se numeste norma diviziunii Riemann P si se noteaza cu ∥P∥ . Alegand arbitrarın fiecare Vi, cate un punct zi = (ξi, ηi, ζi) , i ∈ 1, n, expresia
 σf (P, z) =n∑i=1
 f (ξi, ηi, ζi) · Aria (Vi)
 se numeste suma Riemann asociata functiei f, diviziunii P si punctelor interme-diare (ξi, ηi, ζi) .
 Functia f : V → R se numeste integrabila Riemann pe multimea compactaV daca exista un numar I ∈ R, astfel ıncat pentru orice sir de diviziuni (Pn)n∈Ncu norma tinzand la zero si orice sir de puncte intermediare diviziunilor Pn, zn =(ξni , η
 ni , ζ
 ni )n∈N,
 σf (P, zn) → I.
 Orice functie continua pe V este integrabila Riemann pe V.Integrala tripla a functiei f pe V ⊂ R3 este prin definitie numarul I si se
 noteaza
 I =
 ∫∫∫V
 f (x, y, z) dxdydz.
 Daca functia f de integrat este definita pe un paralelipiped [a, b] × [c, d] × [e, f ],atunci V se proiecteaza ın planul xOy ın dreptunghiul [a, b]× [c, d] si∫∫∫
 V
 f (x, y, z) dxdydz =
 ∫ b
 a
 dx
 ∫ d
 c
 dy
 ∫ f
 e
 f (x, y, z) dxdydz.
 211
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 Reducerea integralei triple la o integrala iterata ın cazul ın care f estedefinita pe un domeniu oarecare.
 1) Proiectia D a lui V pe planul xOy este un domeniu definit de inecuatiile
 D :
 {a ≤ x ≤ bφ1 (x) ≤ y ≤ φ2 (x)
 ,
 cu φ1 si φ2 functii continue pe [a, b] si φ1 ≤ φ2, pe [a, b] .2) Domeniu simplu ın raport cu axa Oz.Orice paralela la axa Oz ce trece printr-un punct interior intersecteaza Fr (V ) ın
 doua puncte, adica V este dat de
 V :
 a ≤ x ≤ bφ1 (x) ≤ y ≤ φ2 (y)ψ1 (x, y) ≤ z ≤ ψ2 (x, y)
 ,
 cu φ1 si φ2 functii continue pe [a, b] si φ1 ≤ φ2, pe [a, b] , ψ1 si ψ2 functii continue peD = Pr xOyV si φ1 ≤ φ2, pe [a, b] .
 3) Orice subdomeniu al lui V obtinut prin sectionarea lui V cu un plan paralelcu unul dintre planele de coordonate verifica proprietatile 1) si 2).
 Daca domeniul de integrare verifica simultan proprietatile 1), 2), 3), atunci∫∫∫V
 f (x, y, z) dxdydz =
 ∫ b
 a
 dx
 ∫ φ2(x)
 φ1(x)
 dy
 ∫ ψ2(x,y)
 ψ1(x,y)
 f (x, y, z) dxdydz.
 14.2. Proprietatile integralei triple
 1. Proprietatea de liniaritate:∫∫∫V
 (af + bg) (x, y, z) dxdydz = a
 ∫∫∫V
 f (x, y, z) dxdydz +
 +b
 ∫∫∫V
 g (x, y, z) dxdydz,
 oricare ar fi a, b ∈ R.2. Proprietatea de aditivitate fata de domeniul de integrare:∫∫∫
 V
 f (x, y, z) dxdydz =
 ∫∫∫V
 f (x, y, z) dxdydz +
 ∫∫∫V
 f (x, y, z) dxdyz,
 unde V = V1 ∪ V2 si V1 ∩ V2 = ∅.3. Proprietatea de monotonie:Daca f (x, y, z) ≤ g (x, y, z) , (∀) (x, y, z) ∈ V , atunci∫∫∫
 V
 f (x, y, z) dxdyz ≤∫∫∫
 V
 g (x, y, z) dxdydz.
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 4. Proprietatile de medie:a) Daca m ≤ f (x, y, z) ≤M, (∀) (x, y, z) ∈ V , atunci
 m · Vol (V ) ≤∫∫∫
 V
 f (x, y, z) dxdydz ≤M · Vol (V ) .
 b) Daca f este continua pe V compact si convex (adica tx + (1− t) y ∈ V, (∀)t ∈ [0, 1] , x, y ∈ V ), atunci exista un punct (ξ, η, ζ) ∈ V , astfel ıncat∫∫∫
 V
 f (x, y, z) dxdydz = f (ξ, η, ζ) · Vol (V ) .
 5. Proprietatea de calibrare:Daca V ⊂ R3 este o multime compacta, atunci volumul sau este
 Vol (V ) =
 ∫∫∫V
 dxdydz.
 14.3. Schimbari de variabile
 Teorema 13.3.1. Fie V, V ∗ ⊂ R3 multimi compacte, marginite de suprafeteleFr V, Fr V ∗ ınchise si netede. Fie T : V ∗ → V ,
 T :
 x = x (u, v, w)y = y (u, v, w)z = z (u, v, w)
 , (u, v, w) ∈ V ∗,
 avand proprietatile:1) T este bijectiva pe V ∗;2) T este de clasa C1 ın V ∗;3) Jacobianul lui T este diferit de zero ın V ∗.Fie f : V → R integrabila pe V. Atunci∫∫∫
 V
 f (x, y, z) dxdydz =
 ∫∫∫V ∗f (x (u, v, w) , y (u, v, w) , z (u, v, w)) ·
 · |det JT (u, v, w)| dudvdw.Observatie 13.3.1. Schimbarea de variabila ıntr-o integrala tripla are drept
 scop simplificarea domeniului de integrare sau simplificarea functiei de integrat.Sa consideram cateva exemple de schimbari de variabile.1. Trecerea la coordonate sferice (ρ raza sferica, φ latitudinea si θ longitudinea):
 T :
 x = ρ cosφ sin θy = ρ sinφ sin θz = ρ cos θ
 ,
 unde V ∗ = {(ρ, φ, θ) ∈ R3, ρ ≥ 0, φ ∈ [0, 2π] , θ ∈ [0, π]} .
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 Jacobianul transformarii este
 det JT =
 ∣∣∣∣∣∣cosφ sin θ −ρ sinφ sin θ ρ cosφ cos θsinφ sin θ ρ cosφ sin θ ρ cosφ cos θ
 cos θ 0 −ρ sin θ
 ∣∣∣∣∣∣ = ρ2 sin θ.
 Aceasta schimbare de variabile este indicata atunci cand domeniul de integrareV este o bila, o portiune dintr-o bila sau cand functia de integrat contine sumax2 + y2 + z2.
 2. Trecerea la coordonate sferice generalizate (ρ raza sferica, φ latitudinea si θlongitudinea):
 T :
 x = aρ cosφ sin θy = bρ sinφ sin θz = cρ cos θ
 ,
 unde V ∗ = {(ρ, φ, θ) ∈ R3, ρ ≥ 0, φ ∈ [0, 2π] , θ ∈ [0, π]} .Jacobianul transformarii este
 det JT =
 ∣∣∣∣∣∣a cosφ sin θ −aρ sinφ sin θ aρ cosφ cos θb sinφ sin θ bρ cosφ sin θ bρ cosφ cos θc cos θ 0 −cρ sin θ
 ∣∣∣∣∣∣ == abcρ2 sin θ.
 Aceasta schimbare de variabile este indicata atunci cand domeniul de integrareV este limitat de un elipsoid, o portiune dintr-un domeniu limitat de un elipsoid sau
 cand functia de integrat contine suma x2
 a2+ y2
 b2+ z2
 c2.
 3. Trecerea la coordonate cilindrice (ρ raza polara, φ unghiul polar si z alti-tudinea):
 T :
 x = ρ cosφy = ρ sinφz = z
 ,
 unde V ∗ = {(ρ, φ, θ) ∈ R3, ρ ≥ 0, φ ∈ [0, 2π] , z ∈ R} .Jacobianul transformarii este
 det JT =
 ∣∣∣∣∣∣cosφ −ρ sinφ 0sinφ ρ cosφ 00 0 1
 ∣∣∣∣∣∣ = ρ.
 Aceasta schimbare de variabile este indicata atunci cand domeniul de integrareV este limitat de un cilindru circular, o portiune dintr-un domeniu limitat de uncilindru circular, un con de rotatie, o portiune dintr-un domeniu limitat de un conde rotatie sau cand functia de integrat contine suma x2 + y2.
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 14.4. Exercitii
 (1) Sa se calculeze∫∫∫
 V1√
 1+x+y+zdxdydz, unde V este paralelipipedul [0, 1] ×
 [0, 1]× [0, 1] .R: Proiectam V pe planul xOy si rezulta D = [0, 1] × [0, 1] , apoi ducemprintr-un punct (x, y) oarecare al lui D paralela la axa Oz si determinamlimitele de integrare ale lui z ın functie de (x, y) ∈ D ca fiind intersectiileacestei paralele cu Fr V. Avem
 I =
 ∫∫D
 dxdy
 ∫ 1
 0
 1√1 + x+ y + z
 dz.
 Pentru calculul integralei duble pe D, proiectam D pe axa Ox si rezultasegmentul [0, 1], dupa care printr-un punct x oarecare al proiectiei ducemparalela la axa Oy si determinam limitele de integrare ale lui y ın functie dex ∈ [0, 1] ca fiind intersectiile acestei paralele cu Fr D. Rezulta
 I =
 ∫ 1
 0
 dx
 ∫ 1
 0
 dy
 ∫ 1
 0
 1√1 + x+ y + z
 dz =
 =248
 15− 72
 5
 √3 +
 32
 5
 √2.
 (2) Sa se calculeze∫∫∫
 V1
 (1+x+y+z)3dxdydz, unde V este domeniul li- mitat de
 planele x = 0, y = 0, z = 0, x+ y + z = 1.R: Avem
 I =
 ∫∫D
 dxdy
 ∫ 1−x−y
 0
 1
 (1 + x+ y + z)3dz =
 =
 ∫∫D
 (1 + x+ y + z)−2
 −2|z=1−x−yz=0 dxdy =
 =1
 2
 ∫∫D
 [(1 + x+ y)−2 − 2−2
 ]dxdy,
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 unde D este domeniul din planul xOy limitat de dreptele x = 0, y = 0,x+ y = 1. Rezulta
 I =1
 2
 ∫ 1
 0
 dx
 ∫ 1−x
 0
 [(1 + x+ y)−2 − 2−2
 ]dy =
 =1
 2
 ∫ 1
 0
 [(1 + x+ y)−1
 −1− 1
 4y
 ]|y=1−xy=0 dx =
 =1
 2
 ∫ 1
 0
 [(1 + x)−1 − 2−1 − 1− x
 4
 ]dx =
 =1
 2
 (ln 2− 5
 8
 ).
 (3) Sa se calculeze∫∫∫
 Vxyz√x2+y2
 dxdydz, unde V este domeniul limitat de cilindrul
 x2 + y2 = a2 si planele z = 0, z = h.R: Avem
 I =
 ∫∫D
 dxdy
 ∫ h
 0
 xyz√x2 + y2
 dz,
 unde D reprezinta proiectia lui V pe planul xOy, adica discul x2 + y2 ≤ a2.Rezulta
 I =h2
 2
 ∫∫D
 xy√x2 + y2
 dxdy.
 Prin trecerea la coordonate polare, x = ρ cosφ, y = ρ sinφ, cu ρ ∈ [0, a] ,φ ∈ [0, 2π] rezulta
 I =h2
 2
 ∫ 2π
 0
 dφ
 ∫ a
 0
 ρ2 sinφ cosφdρ =
 =h2
 2
 (∫ 2π
 0
 sinφ cosφdφ
 )(∫ a
 0
 ρ2dρ
 )=
 = 0.
 (4) Sa se calculeze∫∫∫
 V(x+ y + z)2 dxdydz, unde V este domeniul limitat de
 paraboloidul z = x2+y2
 2asi sfera x2 + y2 + z2 = 3a2.
 R: Avem
 I =
 ∫∫D
 dxdy
 ∫ √3a2−x2−y2
 x2+y2
 2a
 (x+ y + z)2 dz,
 unde D este proiectia lui V pe planul xOy, adica
 D ={(x, y) ∈ R2| x2 + y2 ≤ 2a2
 }.
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 Calculand, gasim
 I =
 ∫∫D
 ((x+ y + z)3
 3|z=
 √3a2−x2−y2
 z=x2+y2
 2a
 )dxdy =
 =
 ∫∫D
 (x+ y +
 √3a2 − x2 − y2
 )33
 −
 −
 (x+ y + x2+y2
 2a
 )33
 dxdy.
 Prin trecerea la coordonate polare, x = ρ cosφ, y = ρ sinφ, cu ρ ∈[0, a
 √2], φ ∈ [0, 2π] rezulta
 I =
 ∫ 2π
 0
 ∫ a√2
 0
 ρ
 (ρ cosφ+ ρ sinφ+
 √3a2 − ρ2
 )33
 −
 −
 (ρ cosφ+ ρ sinφ+ ρ2
 2a
 )33
 dρdφ
 =πa5
 5
 (18√3− 97
 6
 ).
 (5) Sa se calculeze∫∫∫
 Vx2dxdydz, unde V este domeniul limitat de elipsoidul
 x2
 a2+ y2
 b2+ z2
 c2= 1.
 R: Avem prin trecere la coordonate sferice generalizate,
 T :
 x = aρ cosφ sin θy = bρ sinφ sin θz = cρ cos θ
 ,
 unde V ∗ = {(ρ, φ, θ) ∈ R3, ρ ∈ [0, 1] , φ ∈ [0, 2π] , θ ∈ [0, π]} . Deci,
 I =
 ∫∫∫V
 x2dxdydz = a3bc
 ∫∫∫V ∗ρ4 cos2 φ sin3 θdρdφdθ =
 = a3bc
 ∫ 2π
 0
 cos2 φdφ
 ∫ π
 0
 sin3 θdθ
 ∫ 1
 0
 ρ4dρ =
 = a3bc4π
 15.
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 (6) Sa se calculeze volumul corpului marginit de suprafata
 (a1x+ b1y + c1z)2 + (a2x+ b2y + c2z)
 2 + (a3x+ b3y + c3z)2 = h2,
 unde
 ∆ =
 ∣∣∣∣∣∣a1 b1 c1a2 b2 c2a3 b3 c3
 ∣∣∣∣∣∣ = 0.
 R: Efectuand schimbarea de variabile
 T−1 :
 u = a1x+ b1y + c1zv = a2x+ b2y + c2zw = a3x+ b3y + c3z
 ,
 avem det JT = 1det JT−1
 = 1∆
 si
 V ∗ ={(u, v, w) ∈ R3| u2 + v2 + w2 ≤ h2
 }.
 Deci,
 Vol (V ) =
 ∫∫∫V
 dxdydz =
 ∫∫∫V ∗
 1
 |∆|dudvdw =
 =1
 |∆|· Vol (V ∗) =
 4πh2
 |∆|.
 (7) Sa se calculeze volumul corpului marginit de planele
 a1x+ b1y + c1z = ±h1a2x+ b2y + c2z = ±h2a3x+ b3y + c3z = ±h3,
 unde h1, h2, h3 > 0 si
 ∆ =
 ∣∣∣∣∣∣a1 b1 c1a2 b2 c2a3 b3 c3
 ∣∣∣∣∣∣ = 0.
 R: Efectuand schimbarea de variabile
 T−1 :
 u = a1x+ b1y + c1zv = a2x+ b2y + c2zw = a3x+ b3y + c3z
 ,
 avem det JT = 1det JT−1
 = 1∆
 si
 V ∗ = [−h1, h1]× [−h2, h2]× [−h3, h3] .
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 Deci,
 Vol (V ) =
 ∫∫∫V
 dxdydz =
 ∫∫∫V ∗
 1
 |∆|dudvdw =
 =1
 |∆|· Vol (V ∗) =
 8h1h2h3|∆|
 .
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CAPITOLUL 15
 Integrale curbilinii
 15.1. Integrale curbilinii de speta ıntai
 15.1.1. Definitii si metode de calcul. Definitie 15.1.1. Fie C o curbaneteda si f = f (x, y) o functie reala de doua variabile reale definita pe un domeniudin plan ce contine curba C. Cunoscand o parametrizare a curbei C,
 C :
 {x = x (t)y = y (t)
 , t ∈ [a, b]
 cu x, y functii de clasa C1 pe [a, b] , atunci integrala curbilinie de speta ıntai afunctiei f de-a lungul curbei C este prin definitie∫
 Cf (x, y) ds =
 ∫ b
 a
 f (x (t) , y (t))
 √(x′ (t))2 + (y′ (t))2dt,
 unde ds =√(x′ (t))2 + (y′ (t))2dt reprezinta elementul de lungime pe curba C.
 Notiunea de integrala curbilinie de speta ıntai pentru functii reale de trei variabilereale f = f (x, y, z) se extinde ın mod natural pe o curba din R3 si se calculeazaanalog: daca f este definita pe un domeniu din R3 care contine curba C si se cunoasteo parametrizare a curbei C,
 C :
 x = x (t)y = y (t)z = z (t)
 , t ∈ [a, b]
 cu x, y, z functii de clasa C1 pe [a, b] , atunci integrala curbilinie a functiei f de-alungul curbei C este prin definitie∫
 Cf (x, y, z) ds =
 ∫ b
 a
 f (x (t) , y (t) , z (t)) ·
 ·√(x′ (t))2 + (y′ (t))2 + (z′ (t))2dt,
 unde ds =√(x′ (t))2 + (y′ (t))2 + (z′ (t))2dt reprezinta elementul de lungime pe curba
 C.221

Page 222
                        

222 15. INTEGRALE CURBILINII
 Daca functia de integrat este vazuta ca densitatea liniara a materialului in careeste confectionata curba C, atunci masa curbei C este integrala curbilinie de spetaıntai a functiei f pe curba C.
 In cazul integralei curbilinii de speta ıntai sensul de parcurgere a curbei C nu areimportanta.
 15.1.2. Proprietati ale integralei curbilinii de speta ıntai. 1. Liniari-tatea: ∫
 C(af (x, y) + bg (x, y)) ds = a
 ∫Cf (x, y) ds+ b
 ∫Cg (x, y) ds,
 oricare ar fi a, b ∈ R si f, g definite pe un domeniu ce contine curba arbitrara C.2. Aditivitatea ın raport cu curba:Daca C1 si C2 sunt doua curbe juxtapuse, atunci∫
 C1∪C2f (x, y) ds =
 ∫C1f (x, y) ds+
 ∫C2f (x, y) ds.
 3. Pozitivitatea:Daca f ≥ 0 pe curba C, atunci∫
 Cf (x, y) ds ≥ 0.
 Sa consideram cateva exemple.1. Sa se calculeze
 ∫C (x+ y) ds, unde C este conturul triunghiului ABO de varfuri
 A (1, 0) , B (0, 1) , O (0, 0) .Avem ecuatiile dreptelor AB : y = 1− x, OB : x = 0, OA : y = 0.Atunci,
 I =
 ∫C(x+ y) ds =
 ∫AB
 (x+ y) ds+
 ∫BO
 (x+ y) ds+
 ∫OA
 (x+ y) ds.
 Pe dreapta AB avem parametrizarea
 AB :
 {x = ty = 1− t
 , t ∈ [0, 1] ,
 cu ds =√2dt, pe dreapta BO avem parametrizarea
 BO :
 {x = 0y = t
 , t ∈ [0, 1] ,
 cu ds = dt, iar pe dreapta OA avem parametrizarea
 OA :
 {x = ty = 0
 , t ∈ [0, 1] ,
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 cu ds = dt. Deci,
 I =
 ∫ 1
 0
 (t+ 1− t)√2dt+
 ∫ 1
 0
 (0 + t) dt+
 ∫ 1
 0
 (t+ 0) dt =
 =√2 + 1.
 2. Sa se calculeze∫C xyds, unde C este curba
 C :
 {x = t
 y =√1− t2
 , t ∈ [−1, 1] .
 Avem ds =
 √1 +
 (−t√1−t2
 )2dt = dt√
 1−t2 . Deci,
 I =
 ∫ 1
 −1
 t√1− t2
 dt√1− t2
 =
 ∫ 1
 −1
 tdt = 0.
 3. Sa se calculeze∫C x
 2ds, unde C este cercul x2 + y2 = R2.Avem parametrizarea
 C :
 {x = R cos ty = R sin t
 , t ∈ [0, 2π]
 si
 ds =√R2 sin2 t+R2 cos2 tdt = Rdt.
 Deci,
 I =
 ∫ 2π
 0
 R2 cos2 tRdt = R3
 ∫ 2π
 0
 1 + cos 2t
 2dt =
 =R3π
 2.
 4. Sa se calculeze∫C (x
 2 + y2) ln zds, unde C este curba
 C :
 x = et cos ty = et sin tz = et
 , t ∈ [0, 1] .
 Avemds =
 √3etdt
 si deci
 I =
 ∫ 1
 0
 e2t ln et√3etdt =
 √3
 ∫ 1
 0
 te3tdt =
 =
 √3
 9
 (2e3 + 1
 ).
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 15.2. Integrale curbilinii de speta a doua
 15.2.1. Definitii si metode de calcul. Definitie 15.2.1. Fie C o curbaneteda si F (x, y) = (P (x, y) , Q (x, y)) o functie vectoriala de doua variabile realedefinita pe un domeniu din plan ce contine curba C. Pe curba C este dat sensul deparcurgere al ei. Cunoscand o parametrizare a curbei C,
 C :
 {x = x (t)y = y (t)
 , t ∈ [a, b]
 cu x, y functii de clasa C1 pe [a, b] , atunci integrala curbilinie de speta a douaa functiei F de-a lungul curbei C este prin definitie∫
 CP (x, y) dx+Q (x, y) dy
 =
 ∫ b
 a
 [P (x (t) , y (t))x′ (t) +Q (x (t) , y (t)) y′ (t)] dt.
 Notiunea de integrala curbilinie de speta a doua pentru functii vectoriale de trei vari-abile reale F (x, y, z) = (P (x, y, z) , Q (x, y, z) , R (x, y, z)) se extinde ın mod naturalpe o curba din R3 si se calculeaza analog: daca f este definita pe un domeniu din R3
 care contine curba C si se cunoaste o parametrizare a curbei C,
 C :
 x = x (t)y = y (t)z = z (t)
 , t ∈ [a, b]
 cu x, y, z functii de clasa C1 pe [a, b] , atunci integrala curbilinie a functiei F de-alungul curbei C este prin definitie∫
 CP (x, y, z) dx+Q (x, y, z) dy +R (x, y, x) dz
 =
 ∫ b
 a
 [P (x (t) , y (t) , z (t))x′ (t)+
 +Q (x (t) , y (t) , z′ (t)) y′ (t) +
 + R (x (t) , y (t) , z (t)) z′ (t)] dt.
 In cazul integralei curbilinii de speta a doua sensul de parcurgere a curbei C areimportanta, ea schimbandu-si semnul cand acest sens se inverseaza.
 In cazul curbelor ınchise (contururilor) se prefera notatia pentru integrala cur-bilinie de speta a doua
 ∮C.
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 15.2.2. Proprietati ale integralei curbilinii de speta a doua. 1. Dependentade sensul de parcurgere a curbei C:∫
 CF · dr = −
 ∫C−1
 F · dr.
 2. Aditivitatea ın raport cu curba:Daca C1 si C2 sunt doua curbe juxtapuse, atunci∫
 C1∪C2F · dr =
 ∫C1F · dr +
 ∫C2F · dr.
 15.2.3. Independenta de drum a integralei curbilinii de speta a doua.Definitie 15.2.1. Fie D ⊂ R3 deschis. Un camp vectorial de componente P, Q,R este o functie vectoriala F : D → R3,
 F (x, y, x) = (P (x, y, z) , Q (x, y, z) , R (x, y, z)) .
 Presupunand ca ın R3 este fixat un reper ortonormat de versori−→i ,
 −→j ,
 −→k , a
 defini un camp vectorial pe D ınseamna a asocia fiecarui punct (x, y, z) ∈ D unvector −→
 F (x, y, z) = P (x, y, z)−→i +Q (x, y, z)
 −→j +R (x, y, z)
 −→k .
 Analog avem notiunea de camp vectorial ın plan.Sa presupunem ca ıntr-un domeniu convex D ⊂ R2 se dau doua functii de clasa
 C1, P si Q, componentele campului vectorial F si sa consideram integrala curbiliniede speta a doua
 ∫C Pdx+Qdy, unde C este o curba situata ın D.
 Teorema 15.2.1. Pentru ca integrala∫C Pdx + Qdy sa nu depinda de curba
 de integrare C situata ın D (sau F sa derive dintr-un potential sau F sa fie campconservativ) este necesar si suficient ca
 ∂Q
 ∂x(x, y) =
 ∂P
 ∂y(x, y) ,
 (∀) (x, y) ∈ D.
 In acest caz, un potential U al campului vectorial F , adica o functie avanddiferentiala dU = F este
 U (x, y) =
 ∫ x
 x0
 P (t, y0) dt+
 ∫ y
 y0
 Q (x, t) dt,
 unde (x0, y0) este un punct fixat. Orice doua potentiale difera printr-o constantaaditiva.
 Sa presupunem acum ca ıntr-un domeniu convex D ⊂ R3 se dau trei functii declasa C1, P, Q, R, componentele campului vectorial F si sa consideram integralacurbilinie de speta a doua
 ∫C Pdx+Qdy +Rdz, unde C este o curba situata ın D.
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 Teorema 15.2.2. Pentru ca integrala∫C Pdx + Qdy + Rdz sa nu depinda de
 curba de integrare C situata ın D (sau F sa derive dintr-un potential sau F sa fiecamp conservativ) este necesar si suficient ca
 rot F = 0 ⇐⇒
 ∣∣∣∣∣∣i j k∂∂x
 ∂∂y
 ∂∂z
 P Q R
 ∣∣∣∣∣∣ = 0 ⇐⇒
 ⇐⇒
 ∂Q∂x
 (x, y, z) = ∂P∂y
 (x, y, z)∂R∂y
 (x, y, z) = ∂Q∂z
 (x, y, z)∂P∂z
 (x, y, z) = ∂R∂x
 (x, y, z)
 ,
 (∀) (x, y, z) ∈ D.
 In acest caz, un potential U al campului vectorial F , adica o functie avanddiferentiala dU = F este
 U (x, y, z) =
 ∫ x
 x0
 P (t, y0, z0) dt+
 ∫ y
 y0
 Q (x, t, z0) dt+
 ∫ z
 z0
 R (x, y, t) dt,
 unde (x0, y0, z0) este un punct fixat. Orice doua potentiale difera prin- tr-o constantaaditiva.
 Sa consideram cateva exemple.
 1. Sa se calculeze∫C y
 2dx+x2dy, unde C este semi-elipsa superioara x2
 a2+ y2
 b2= 1,
 parcursa ın sens invers trigonometric (sau ın sensul acelor de ceasornic).Avem parametrizarea
 C :
 {x = a cos ty = b sin t
 , t ∈ [0, π]
 si
 I =
 ∫ 0
 π
 [b2 sin2 t · (−a sin t) + a2 cos2 t · (b cos t)
 ]dt =
 = −ab2∫ 0
 π
 sin3 tdt+ a2b
 ∫ 0
 π
 cos3 tdt =4
 3ab2.
 2. Sa se calculeze∫C (y − z) dx+ (z − x) dy + (x− y) dz, unde C este o spirala a
 elicei
 C :
 x = a cos ty = a sin tz = bt
 , t ∈ [0, 2π] ,
 parcursa ın sens direct trigonometric (ın sensul cresterii parametrului t).

Page 227
                        

15.3. TEOREMA GREEN-RIEMANN 227
 Avem
 I =
 ∫ 2π
 0
 [(a sin t− bt) (−a sin t) + (bt− cos t) (a cos t)+
 + (a cos t− a sin t) b] dt
 = −2abπ − a2π − aπ.
 3. Sa se arate ca F = (4x+ 2y, 2x− 6y) este un camp conservativ si sa sedetermine un potential al sau.
 Deoarece P (x, y) = 4x+ 2y, Q (x, y) = 2x− 6y si
 ∂Q
 ∂x= 2,
 ∂P
 ∂y= 2,
 rezulta, conform teoremei 15.1.1, ca F este un camp conservativ. Un potential alsau ıl aflam cu formula
 U (x, y) =
 ∫ x
 0
 P (t, 0) dt+
 ∫ y
 0
 Q (x, t) dt =
 = 2x2 + 2xy − 3y2.
 15.3. Teorema Green-Riemann
 Teorema 15.3.1 (Teorema Green-Riemann). Fie F = (P,Q) un camp vectorialde clasa C1 pe D ⊂ R2, D simplu ın raport cu axele, ınchis marginit, cu frontiera FrD neteda (eventual pe portiuni). Atunci are loc formula∫∫
 D
 (∂Q
 ∂x− ∂P
 ∂y
 )dxdy =
 ∮Fr D
 Pdx+Qdy,
 sensul de parcurgere al frontierei lui D fiind pozitiv (adica mergand pe FrD, domeniulD sa ramana ın stanga).
 De exemplu, sa calculam, folosind teorema Green-Riemann
 I =
 ∮C−x2ydx+ xy2dy,
 unde C este cercul x2 + y2 = R2, parcurs ın sens direct trigonometric.Avem P (x, y) = −x2y, Q (x, y) = xy2 si ∂Q
 ∂x= y2, ∂P
 ∂y= −x2. Atunci,
 I =
 ∫∫D
 (∂Q
 ∂x− ∂P
 ∂y
 )dxdy =
 ∫∫D
 (y2 −
 (−x2
 ))dxdy =
 =
 ∫∫D
 (x2 + y2
 )dxdy,
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 integrala dubla pe care o calculam prin trecerea la coordonate polare, obtinand
 I =
 ∫ 2π
 0
 dφ
 ∫ R
 0
 ρ · ρ2dρ = 2πR4
 4=πR4
 2.
 15.4. Exercitii
 (1) Sa se calculeze∫C (x
 2 + y2) ds, unde C este curba
 C :
 {x = t arcsin t+
 √1− t2
 y = t−√1− t2 arcsin t
 , t ∈ [−1, 1] .
 R: Avem ds = |arcsin t|√1−t2 dt si
 I =
 ∫ 1
 −1
 [1 + (arcsin t)2
 ] |arcsin t|√1− t2
 dt
 = 2
 ∫ 1
 0
 [1 + (arcsin t)2
 ] arcsin t√1− t2
 dt =
 =
 [(arcsin t)2 +
 1
 2(arcsin t)4
 ]|10=
 =π2
 4
 (1 +
 π2
 8
 ).
 (2) Sa se calculeze∫C yds, unde C este curba
 C :
 {x = ln sin t− sin2 ty = 1
 2sin 2t
 , t ∈[π6,π
 4
 ].
 R: Avem
 ds =
 √(x′ (t))2 + (y′ (t))2dt =
 =cos 2t
 sin tdt.
 Atunci,
 I =1
 2
 ∫ π4
 π6
 sin 2tcos 2t
 sin tdt =
 ∫ π4
 π6
 cos t cos 2tdt =
 =1
 2
 ∫ π4
 π6
 (cos 3t+ cos t) dt =4√2− 5
 12.
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 (3) Sa se calculeze∫C xyds, unde C este elipsa x2
 a2+ y2
 b2= 1, situata ın primul
 cadran.R: Avem parametrizarea
 C :
 {x = a cos ty = b sin t
 , t ∈[0,π
 2
 ]si
 ds =√a2 sin2 t+ b2 cos2 tdt.
 Deci,
 I =
 ∫ π2
 0
 ab sin t cos t√a2 sin2 t+ b2 cos2 tdt =
 =ab
 2
 ∫ π2
 0
 (sin2 t
 )′√(a2 − b2) sin2 t+ b2dt =
 =ab
 2 (a2 − b2)
 ∫ π2
 0
 ((a2 − b2
 )sin2 t+ b2
 )′ ··√
 (a2 − b2) sin2 t+ b2dt
 =ab
 2 (a2 − b2)
 ((a2 − b2) sin2 t+ b2
 ) 32
 32
 |π20 =
 =ab
 3 (a2 − b2)
 (a3 − b3
 )=ab (a2 + ab+ b2)
 3 (a+ b).
 (4) Sa se calculeze∫C xyds, unde C este conturul patratului |x|+ |y| = a, a > 0.
 R: 0.(5) Sa se calculeze
 ∫C y
 2ds, unde C este primul arc de cicloida:
 C :
 {x = a (t− sin t)y = a (1− cos t)
 , t ∈ [0, 2π] .
 R: 25615a3.
 (6) Sa se calculeze∫C
 √x2 + y2ds, unde C este developanta cercului:
 C :
 {x = a (cos t+ t sin t)y = a (sin t− t cos t)
 , t ∈ [0, 2π] .
 R: a3
 3
 [(1 + 4π2)
 32 − 1
 ].
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 (7) Sa se calculeze∫C (x+ y) ds, unde C este bucla din dreapta a lemniscatei
 (x2 + y2)2= a2 (x2 − y2) .
 R: a2√2.
 (8) Sa se calculeze∫C (x+ y) ds, unde C este curba:
 C :
 x = t
 y = 3t2√2
 z = t3, t ∈ [0, 1] .
 R: 154
 (56√7− 1
 ).
 (9) Sa se calculeze∫C
 ds√x2+y2+z2
 , unde C este prima spirala a elicei conice:
 C :
 x = a cos ty = a sin tz = bt
 , t ∈ [0, 2π] .
 R:√a2+b2
 abarctg 2πb
 a.
 (10) Sa se calculeze masa repartizata pe conturul elipsei x2
 a2+ y2
 b2= 1, daca den-
 sitatea liniara ın fiecare punct este ρ = |y| .R: 2
 (b2 + a2b√
 a2−b2 arcsin√a2−b2
 ).
 (11) Sa se calculeze∫C (x
 2 − 2xy) dx + (2xy + y2) dy, unde C este arcul de peparabola y = x2 ce uneste punctele A (1, 1) si B (2, 4) .R: Avem parametrizarea
 C :
 {x = ty = t2
 , t ∈ [1, 2]
 si
 I =
 ∫ 2
 1
 [((t2 − 2t3
 )· 1)+(2t3 + t4
 )· (2t)
 ]dt =
 =
 ∫ 2
 1
 (t2 − 2t3 + 4t4 + 2t5
 )dt = 2
 =1219
 30.
 (12) Sa se calculeze∮C
 (x+y)dx−(x−y)dyx2+y2
 , unde C este cecul x2 + y2 = a2, parcurs ın
 sens invers acelor de ceasornic.R: Avem parametrizarea
 C :
 {x = a cos ty = a sin t
 , t ∈ [0, 2π] .
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 Deci,
 I =
 ∫ 2π
 0
 (a cos t+ a sin t) (−a sin t)− (a cos t− a sin t) (a cos t)
 a2dt =
 =
 ∫ 2π
 0
 (− sin t cos t− sin2 t− cos2 t+ sin t cos t
 )dt =
 = −2π.
 (13) Sa se calculeze∫C y
 2dx+x2dy, unde C este semi-elipsa superioara x2
 a2+ y2
 b2= 1,
 parcurs ın sensul acelor de ceasornic.R: 4
 3ab2.
 (14) Sa se calculeze∫C cos ydx− sin xdy, unde C este segmentul situat de a doua
 bisectoare a axelor de coordonate y = −x, parcurs de la punctul A de abscisa2 la punctul B de ordonata 2.R: −2 sin 2.
 (15) Sa se calculeze∮Cxy(ydx−xdy)
 x2+y2, unde C este bucla din dreapta a lemniscatei lui
 Bernoulli (x2 + y2)2= a2 (x2 − y2) .
 R: 0.(16) Demonstrati ca urmatorele campuri vectoriale sunt campuri conservative si
 deterrminati cate un potential al lor:a) F (x, y) = (2x+ 3y) i+ (3x− 4y) j;
 b) F (x, y) = (3x2 − 2xy + y2) i (−x2 + 2xy + 3y2) j;
 c) F (x, y) = ex−y (1 + x+ y) i+ ex−y (1− x− y) j;
 d) F (x, y) = 1x+y
 i+ 1x+y
 j.
 R: Se verifica relatia ∂Q∂x
 = ∂P∂y
 ın toate cele patru cazuri si se obtin potentialele:
 a) x2 + 3xy − 2y2; b) x3 − x2y + xy2 − y3;c) ex−y (x+ y) ; d) ln |x+ y| .
 (17) Transformati, folosinf teorema Green-Riemann integrala curbilinie de spetaa doua
 I =
 ∮C
 √x2 + y2dx+ y
 [xy + ln
 (x+
 √x2 + y2
 )]dy,
 unde C este conturul ce delimiteaza un domeniu D ⊂ R2.R: Avem
 P (x, y) =√x2 + y2,
 Q (x, y) = y[xy + ln
 (x+
 √x2 + y2
 )]
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 si
 ∂Q
 ∂x=
 (y√x2 + y2 + 1
 ) y√x2 + y2
 ,
 ∂P
 ∂y=
 1√x2 + y2
 y.
 Rezulta, aplicand teorema Green-Riemann,
 I =
 ∫∫D
 [(y√x2 + y2 + 1
 ) y√x2 + y2
 − 1√x2 + y2
 y
 ]dxdy =
 =
 ∫∫D
 y2dxdy.
 (18) Calculati, aplicand teorema Green-Riemann, integrala curbilinie de speta adoua
 I =
 ∮C2(x2 + y2
 )dx+ (x+ y)2 dy,
 unde C este conturul triunghiului de varfuri ABC, unde A (1, 1), B (2, 2) ,C (1, 3), parcurs ın sens pozitiv.R: −4
 3.
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CAPITOLUL 16
 Integrale de suprafata
 16.1. Integrale de suprafata de speta ıntai
 16.1.1. Definitii si metode de calcul. Definitie 16.1.1. Fie Σ : D → R3 osuprafata parametrizata, de clasa C1, avand ecuatiile parametrice
 Σ :
 x = x (u, v)y = y (u, v)z = z (u, v)
 ,
 unde (u, v) ∈ D ⊂ R2, D este o domeniul de parametrizare. Daca suprafata Σ estesimpla si nesingulara, iar F : V ⊃ Σ (D) → R este o functie continua, definimintegrala de suprafata de speta ıntai, a functiei f pe Σ, numarul real∫∫
 Σ
 F (x, y, z) dS =
 ∫∫D
 F (x (u, v) , y (u, v) , z (u, v)) ∥ru × rv∥ dudv,
 unde
 dS = ∥ru × rv∥ dudvreprezinta elementul de arie pe suprafata.
 Reamintim ca, ın cadrul sectiunii 11.12, am determinat elementul de arie pesuprafata
 dS = ∥ru × rv∥ dudv =√EG− F 2dudv,
 unde numerele E, F, G se calculeaza din produsele scalare:
 E = ru · ruF = ru · rvG = rv · rv.
 Definitie 16.1.2. Daca F (x, y, z) = 1 pe Σ, atunci obtinem aria suprafetei Σ :
 Aria (Σ) =
 ∫∫Σ
 dS =
 ∫∫D
 ∥ru × rv∥ dudv.
 Daca functia de integrat este vazuta ca densitatea materialului din care esteconfectionata suprafata Σ, atunci masa suprafetei Σ este integrala de suprafata despeta ıntai a functiei f pe suprafata Σ.
 233

Page 234
                        

234 16. INTEGRALE DE SUPRAFATA
 In cazul integralei de suprafata de speta ıntai sensul normalei n la suprafata Σnu are importanta.
 16.1.2. Proprietati ale integralei curbilinii de speta ıntai. 1. Liniari-tatea:∫∫
 Σ
 (aF (x, y, z) + bG (x, y)) dS = a
 ∫∫Σ
 F (x, y, z) dS + b
 ∫∫Σ
 G (x, y, z) dS,
 oricare ar fi a, b ∈ R si F, G definite pe un domeniu ce contine suprafata arbitraraΣ.
 2. Aditivitatea ın raport cu suprafata:Daca Σ1 si Σ2 sunt doua suprafete juxtapuse, atunci∫∫
 Σ1∪Σ2
 F (x, y, z) dS =
 ∫∫Σ1
 F (x, y, z) dS +
 ∫∫Σ2
 F (x, y, z) dS.
 3. Pozitivitatea:Daca F ≥ 0 pe suprafata Σ, atunci∫∫
 Σ
 F (x, y, z) dS ≥ 0.
 Daca din ecuatia ce caracterizeaza suprafata Σ : f (x, y, z) = 0, reusim sa ex-plicitam z ın functie de variabilele x si y, z = z (x, y) , atunci elementul de arie pesuprafata are forma
 dS =√1 + p2 + q2dxdy,
 unde
 p =∂z
 ∂x, q =
 ∂z
 ∂y.
 In acest caz, parametrizarea fireasca a suprafetei este
 Σ :
 x = xy = yz = z (x, y)
 ,
 unde (x, y) ∈ D, domeniul D al parametrilor x si y fiind chiar proiectia suprafetei Σpe planul xOy, iar integrala de suprafata de speta ıntai are expresia∫∫
 Σ
 F (x, y, z) dS =
 ∫∫D
 F (x, y, z (x, y))√1 + p2 + q2dxdy.
 Sa consideram cateva exemple.1. Sa se calculeze aria sferei
 Σ :{(x, y, x) ∈ R3| x2+ y2 + z2 = R2
 }.
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 Avem parametrizarea sferei,
 Σ :
 x = R cosφ sin θy = R sinφ sin θz = R cos θ
 ,
 unde D = {{φ, θ} | φ ∈ [0, 2π] , θ ∈ [0, π]} si
 dS = R2 sin θ.
 Deci,
 Aria (Σ) =
 ∫∫Σ
 dS =
 ∫∫D
 R2 sin θdφdθ =
 = R2
 ∫ 2π
 0
 dφ
 ∫ π
 0
 sin θdθ = 2πR2 (− cos θ) |π0=
 = 4πR2.
 Se mai poate calcula si folosind cealalta metoda. Din ecuatia suprafe- tei rezultaz = ±
 √R2 − x2 − y2, deci Σ scriindu-se sub forma reuniunii celor doua semisfere Σ1
 si Σ2 (superioara si inferioara), avem
 Aria (Σ) = 2
 ∫∫Σ1
 dS,
 unde Σ1 are parametrizarea
 Σ1 :
 x = xy = y
 z =√R2 − x2 − y2
 ,
 cu (x, y) ∈ D = {(x, y) ∈ R2| x2 + y2 ≤ R2} . Rezulta
 p =∂z
 ∂x=
 −x√R2 − x2 − y2
 , q =∂z
 ∂y=
 −y√R2 − x2 − y2
 si
 dS =√1 + p2 + q2dxdy =
 R√R2 − x2 − y2
 dxdy.
 Deci,
 Aria (Σ) = 2
 ∫∫D
 R√R2 − x2 − y2
 dxdy,
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 pe care o calculam cel mai usor prin trecerea la coordonate polare:
 Aria (Σ) = 2R
 ∫ 2π
 0
 dφ
 ∫ R
 0
 ρ√R2 − ρ2
 dρ =
 = 4πR(−√R2 − ρ2
 )|R0 = 4πR2.
 2. Sa calculam ∫∫Σ
 1√x2 + y2 + z2
 dS,
 unde Σ este sfera
 Σ :{(x, y, x) ∈ R3| x2+ y2 + z2 = R2
 },
 situata ın primul octant x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0.Folosind parametrizarea
 Σ :
 x = R cosφ sin θy = R sinφ sin θz = R cos θ
 ,
 unde D ={(φ, θ) | φ ∈
 [0, π
 2
 ], θ ∈
 [0, π
 2
 ]}si
 dS = R2 sin θ
 obtinem
 I =
 ∫∫D
 1√R2R2 sin θdφdθ =
 = R
 ∫ π2
 0
 dφ
 ∫ π2
 0
 sin θdθ =π
 2R.
 3. Sa calculam ∫∫Σ
 (xy + yz + zx) dS,
 unde Σ este portiunea din conul superior z =√x2 + y2, situata ıntre planele z = 0
 si z = h.Folosind parametrizarea
 Σ :
 x = xy = y
 z =√x2 + y2
 ,
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 unde D = Pr xOyΣ = {(x, y) | x2 + y2 ≤ h2} si
 dS =
 √1 +
 (∂z
 ∂x
 )2
 +
 (∂z
 ∂y
 )2
 dxdy =
 =
 √√√√1 +
 (x√
 x2 + y2
 )2
 +
 (y√
 x2 + y2
 )2
 dxdy =
 =√2dxdy,
 obtinem
 I =
 ∫∫Σ
 (xy + yz + zx) dS =
 ∫∫D
 (xy + (x+ y)
 √x2 + y2
 )dxdy.
 Aceasta integrala dubla o calculam prin trecerea la coordonate polare,
 I =
 ∫ 2π
 0
 dφ
 ∫ h
 0
 ρ(ρ2 sinφ cosφ+ ρ2 (sinφ+ cosφ)
 )dρ = 0.
 4. Sa calculeze aria decupata de parboloidul hiperbolic xy = az din cilindrulx2 + y2 = a2.
 Folosind parametrizarea
 Σ :
 x = xy = yz = xy
 a
 ,
 unde D =Pr xOyΣ = {(x, y) | x2 + y2 ≤ a2} si
 dS =
 √1 +
 (∂z
 ∂x
 )2
 +
 (∂z
 ∂y
 )2
 dxdy =
 =
 √1 +
 (ya
 )2+(xa
 )2dxdy =
 =
 √1 +
 x2 + y2
 a2dxdy,
 obtinem
 Aria (Σ) =
 ∫∫Σ
 dS =
 ∫∫D
 √1 +
 x2 + y2
 a2dxdy.
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 Aceasta integrala dubla o calculam prin trecerea la coordonate polare,
 I =
 ∫ 2π
 0
 dφ
 ∫ a
 0
 ρ
 √1 +
 ρ2
 a2dρ =
 = 2πa2
 2
 ∫ a
 0
 (1 +
 ρ2
 a2
 )′√1 +
 ρ2
 a2dρ =
 = πa2
 (1 + ρ2
 a2
 ) 32
 32
 |a0=2πa2
 3
 (2√2− 1
 ).
 16.2. Integrale de suprafata de speta a doua
 16.2.1. Definitii si metode de calcul. Definitie 16.2.1. Fie Σ : D → R3 osuprafata parametrizata orientabila, de clasa C1, avand ecuatiile parametrice
 Σ :
 x = x (u, v)y = y (u, v)z = z (u, v)
 ,
 unde (u, v) ∈ D ⊂ R2, D este o domeniul de parametrizare. Daca F : V ⊃ Σ (D) →R3 este un camp vectorial de componente P, Q, R, iar n = cos αi + cos βj + cos γkeste versorul normalei la suprafata (interioara sau exterioara), definim integrala de
 suprafata de speta a doua (sau fluxul), a campului vectorial F pe Σ, numarulreal
 ΦF (Σ) =
 ∫∫Σ
 F · ndS =
 ∫∫Σ
 (P cosα +Q cos β +R cos γ) dS.
 Deci, integrala de suprafata de speta a doua este ın fond o integrala de suprafata despeta ıntai.
 Reamintim ca, ın cadrul sectiunii 11.12 am prezentat formulele de determinare acosinusilor directori ai versorului normalei la suprafata.
 In cazul integralei de suprafata de speta ıntai sensul normalei n la suprafata Σare importanta, el depinzand de sensul precizat (normala exterioara sau interioara).
 De exemplu, sa calculam fluxul campului vectorial
 F (x, y, z) = xi+ yj + zk,
 prin sfera x2 + y2 + z2 = R2 situata ın primul octant (pozitiv), ın raport cu normalaexterioara la suprafata.
 Avem
 I = ΦF (Σ) =
 ∫∫Σ
 F · ndS =
 ∫∫Σ
 (x2 cosα + y2 cos β + z2 cos γ
 )dS,

Page 239
                        

16.2. INTEGRALE DE SUPRAFATA DE SPETA A DOUA 239
 unde z =√R2 − x2 − y2, p = ∂z
 ∂x= −x√
 R2−x2−y2, q = ∂z
 ∂q= −y√
 R2−x2−y2,
 cosα =−p
 ±√
 1 + p2 + q2=
 x√R2−x2−y2
 ±√
 1 + p2 + q2,
 cos β =−q
 ±√
 1 + p2 + q2=
 y√R2−x2−y2
 ±√
 1 + p2 + q2,
 cos γ =1
 ±√
 1 + p2 + q2=
 1
 ±√
 1 + p2 + q2.
 Semnul din fata radicalului√1 + p2 + q2 este +, deoarece ın primul octant normala
 exterioara la sfera are cos γ > 0. Deci,
 cosα =
 x√R2−x2−y2√
 1 + p2 + q2,
 cos β =
 y√R2−x2−y2√
 1 + p2 + q2
 cos γ =1√
 1 + p2 + q2.
 Cum dS =√1 + p2 + q2dxdy, rezulta ca fluxul devine
 I =
 ∫∫D
 (x2√
 R2 − x2 − y2+
 y2√R2 − x2 − y2
 +√R2 − x2 − y2
 )dxdy,
 integrala dubla pe care o calculam pe D, sfertul de disc x2 + y2 ≤ R2, x ≥ 0, y ≥ 0prin trecere la coordonate polare:
 ΦF (Σ) =
 ∫ π2
 0
 dφ
 ∫ R
 0
 ρ
 (ρ2 cos2 φ√R2 − ρ2
 +ρ2 sin2 φ√R2 − ρ2
 +√R2 − ρ2
 )dρ =
 =π
 2R3.
 16.2.2. Proprietati ale integralei de suprafata de speta a doua. 1. Dependentade sensul normalei la suprafata Σ:∫∫
 Σ
 (P cosα +Q cos β +R cos γ) dS
 = −∫∫
 Σ
 (P cosα1 +Q cos β1 +R cos γ1) dS,
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 unde n = cos αi + cos βj + cos γk este versorul normalei exterioare la Σ si −n =
 cosα1 i + cos β1 j+cos γ1 k = − cosα1 i− cos β1 j − cos γ1 k este versorul normaleiinterioare la Σ.
 2. Aditivitatea ın raport cu suprafata:Daca Σ1 si Σ2 sunt doua suprafete juxtapuse, atunci∫
 Σ1∪Σ2
 F · ndS =
 ∫Σ1
 F · ndS +
 ∫Σ2
 F · ndS.
 16.3. Formule integrale
 Formula din teorema Green Riemann ca si cele doua teoreme pe care le vomprezenta ın cele ce urmeaza, teorema Gauss-Ostrogradski (flux-divergeta) si teoremaStokes au la baza o idee comuna care le uneste: ele exprima integrala aplicata la ofigura geometrica oarecare printr-o integrala calculata pe frontiera (marginea) acesteifiguri.
 16.3.1. Teorema Gauss-Ostrogradski. Definitie 16.3.1. Daca F = (P,Q,R)este un camp vectorial cu functiile componente P, Q, R : V → R de clasa C1 pe Vatunci divergenta campului F pe V este campul scalar definit pe V,
 div(F)=∂P
 ∂x+∂Q
 ∂y+∂R
 ∂z.
 Teorema Gauss-Ostrogradski leaga integrala tripla pe un domeniu din R3 de in-tegrala de suprafata de speta a doua pe suprafata ce delimiteaza domeniul respectiv.
 Teorema 16.3.1 (Teorema Gauss-Ostrogradski sau Teorema flux-divergenta).Daca Σ este o suprafata ınchisa de clasa C1, ce deli- miteaza un domeniu V ⊂ R3
 marginit si F este un camp vectorial cu functiile componente P, Q, R : V → R declasa C1 pe V si continue pe Σ, atunci are loc formula∫∫∫
 V
 div(F)dxdydz =
 ∫∫Σ
 F · ndS,
 unde n reprezinta versorul normalei exterioare la frontiera lui V, Σ.Sa calculam, de exemplu, folosind teorema Gauss-Ostrogradski fluxul campului
 F (x, y, z) = x3i+ y3j + z3k prin suprafata exterioara a sferei x2 + y2 + z2 = a2.Sa notam cu Σ sfera x2 + y2 + z2 = a2 si cu V domeniul din R3 delimitat de ea.
 Avem de calculat integrala de suprafata de speta a doua
 ΦF (Σ) =
 ∫∫Σ
 F · ndS,
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 care, conform teoremei Gauss-Ostrodradski este egala cu
 ΦF (Σ) =
 ∫∫∫V
 div(F)dxdydz =
 =
 ∫∫∫V
 (∂ (x3)
 ∂x+∂ (y3)
 ∂y+∂ (z3)
 ∂z
 )dxdydz =
 = 3
 ∫∫∫V
 (x2 + y2 + z2
 )dxdydz.
 Trecand la coordonate sferice, x = ρ cosφ sin θy = ρ sinφ sin θz = ρ cos θ
 ,
 cu φ ∈ [0, 2π] si θ ∈ [0, π] , obtinem
 ΦF (Σ) = 3
 ∫ 2π
 0
 dφ
 ∫ π
 0
 dθ
 ∫ a
 0
 ρ2 sin θ · ρ2dρ =
 =12
 5πa5.
 Definitie 16.3.2. Daca F este un camp vectorial cu functiile componente P, Q,R : V → R de clasa C1 pe V atunci rotorul campului F pe V este campul vectorialdefinit pe V, prin:
 rot(F)
 =
 ∣∣∣∣∣∣i j k∂∂x
 ∂∂y
 ∂∂z
 P Q R
 ∣∣∣∣∣∣ ==
 (∂R
 ∂y− ∂Q
 ∂z
 )i+
 (∂P
 ∂z− ∂R
 ∂x
 )j +
 (∂Q
 ∂x− ∂P
 ∂y
 )k.
 16.3.2. Teorema Stokes. Teorema Stokes leaga integrala de suprafata de spetaa doua pe o suprafata de integrala curbilinie de speta a doua pe conturul (bordul)acestei suprafete.
 Teorema 16.3.2 (Teorema Stokes). Daca Σ este o suprafata de clasa C2 simpla
 si nesingulara, ∂Σ este bordul orientat si ınchis al lui Σ, iar F este un camp vectorialcu functiile componente P, Q, R : V → R de clasa C1 pe o multime deschisa V cecontine Σ, atunci are loc formula∮
 ∂Σ
 Pdx+Qdy +Rdz =
 ∫∫Σ
 rot(F)· ndS,
 unde n reprezinta versorul normalei exterioare la Σ.
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 Integrala∫∂ΣPdx+Qdy +Rdz reprezinta circulatia campului vectorial F de-a
 lungul bordului lui Σ, ∂Σ.Sa calculam, de exemplu, folosind teorema Stokes circulatia campului F (x, y, z) =
 yz2i + xyj + xk, prin elipsa x2 + y2 = 4z, x + z = 1, orientata ın sens direct, dacaprivim dinspre partea pozitiva a axei Ox.
 Avem P = yz2, Q = xy, R = x,
 rot(F)
 =
 (∂R
 ∂y− ∂Q
 ∂z
 )i+
 (∂P
 ∂z− ∂R
 ∂x
 )j +
 (∂Q
 ∂x− ∂P
 ∂y
 )k =
 = 0 · i+ (2yz − 1) · j +(y − z2
 )· k
 si, conform teoremei Stokes, rezulta
 I =
 ∮∂Σ
 yz2dx+ xydy + xdz =
 ∫∫Σ
 rot(F)· ndS =
 =
 ∫∫Σ
 ((2yz − 1) cos β +
 (y − z2
 )cos γ
 )dS,
 unde Σ : z = 1− x,
 dS =√2dxdy,
 iar
 n =
 (1√2, 0,
 1√2
 ).
 Deci,
 I =
 ∫∫Σ
 ((2yz − 1) cos β +
 (y − z2
 )cos γ
 )dS =
 =
 ∫∫D
 (y − (1− x)2
 )dxdy =
 =
 ∫∫D
 (y − 1− x2 + 2x
 )dxdy,
 unde D reprezinta domeniul
 D ={(x, y) ∈ R2| x2 + y2 ≤ 4 (1− x)
 }=
 ={(x, y) ∈ R2| (x+ 2)2 + y2 ≤ 8
 }.
 Trecand la coordonate polare, {x = −2 + ρ cosφy = ρ sinφ
 ,
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 rezulta
 I =
 ∫ 2π
 0
 dφ
 ∫ √8
 0
 ρ(ρ sinφ− 1− (−2 + ρ cosφ)2 + 2 (−2ρ cosφ)
 )dρ =
 = −88π.
 16.4. Exercitii
 (1) Sa se calculeze aria suprafetei 2z = x2 + y2, situata ın interiorul cilindruluix2 + y2 = 1.R: 2π
 3
 (2√2− 1
 ).
 (2) Sa se calculeze aria din exteriorul sferei x2+y2+z2 = a2, situata ın exteriorulcilindrilor
 x2 + y2 = ax, x2 + y2 = −ax.
 R: 8a2.(3) Sa se calculeze aria decupata de cilindrul(
 x2 + y2)2
 = a2(x2 − y2
 ),
 din sfera x2 + y2 + z2 = a2.R: 2a2
 (π + 4− 4
 √2).
 (4) Sa se calculeze ∫∫Σ
 (x2 + y2
 )dS,
 unde Σ este sfera x2 + y2 + z2 = a2.R: 8πa4
 3.
 (5) Sa se calculeze ∫∫Σ
 √x2 + y2dS,
 unde Σ este suprafata laterala a conului x2
 a2+ y2
 a2= z2
 b2, cu z ∈ [0, h] .
 R: 2πa2√a2+b2
 3.
 (6) Sa se calculeze ∫∫Σ
 (x+ y + z) dS,
 unde Σ este suprafata totala a cubului [0, 1]× [0, 1]× [0, 1] .R: 3.
 (7) Sa se calculeze ∫∫Σ
 (x+ y + z) dS,
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 unde Σ este semisfera superioara x2 + y2 + z2 = R2, z ≥ 0.R: πa3.
 (8) Sa se calculeze ∫∫Σ
 xyzdS,
 unde Σ este portiunea din planul x+ y + z = 1, ce se afla ın primul octant.
 R:√3
 120.
 (9) Sa se calculeze fluxul campului vectorial
 F (x, y, x) =1√
 4x2 + y2 + 1k,
 prin suprafata exterioara a paraboloidului z = 4x2 + y2, z ∈ [0, 1] .R: π
 (1−
 √2).
 (10) Sa se calculeze fluxul campului vectorial
 F (x, y, z) = yzi+ xzj + xyk,
 prin suprafata exterioara a tetraedrului limitat de planele x = 0, y = 0,z = 0, x+ y + z = a.R: 0.
 (11) Sa se calculeze fluxul campului vectorial
 F = zk,
 prin suprafa- ta exterioara a elipsoidului x2
 a2+ y2
 b2+ z2
 c2= 1.
 R: 4πabc3.
 (12) Sa se calculeze, folosind teorema Gauss-Ostrogradski, integrala∫∫Σ
 (x2 cosα+ y2 cos β + z2 cos γ
 )dS,
 unde Σ este suprafata exterioara cubului [0, a]× [0, a]× [0, a] .R: 3a4.
 (13) Sa se calculeze, folosind teorema Gauss-Ostrogradski, integrala∫∫Σ
 (x cosα + y cos β + z cos γ) dS,
 unde Σ este suprafata exterioara piramidei limitata de planele x = 0, y = 0,z = 0, x+ y + z = a.R: a3
 2.
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 (14) Sa se calculeze, folosind teorema Gauss-Ostrogradski, integrala∫∫Σ
 (x2 cosα+ y2 cos β + z2 cos γ
 )dS,
 unde Σ este suprafata exterioara totala a conului x2
 a2+ y2
 a2= z2
 b2, z ∈ [0, b] .
 R: πa2b2
 2.
 (15) Sa se calculeze, folosind teorema Stokes, integrala∮C(y + z) dx+ (z + x) dy + (x+ y) dz,
 unde C este cercul x2 + y2 + z2 = a2, x+ y + z = 0.R: 0.
 (16) Sa se calculeze, folosind teorema Stokes, integrala∮C(y − z) dx+ (z − x) dy + (x− y) dz,
 unde C este elipsa x2 + y2 = 1, x+ z = 1.R: 4π.
 (17) Sa se calculeze, folosind teorema Stokes, integrala∮Cxdx+ (x+ y) dy + (x+ y + z) dz,
 unde C este curba x = a sin t, y = a cos t, z = a (sin t+ cos t) , t ∈ [0, 2π] .R: −πa2.
 (18) Sa se calculeze, folosind teorema Stokes, integrala∮Cy2dx+ z2dy + x2dz,
 unde C este conturul triungiului ABC de varfuri A (a, 0, 0) ,B (0, a, 0) , C (0, 0, a) .R: −a3.
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