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            CAPITOLUL 7 TORSIUNEA BARELOR DREPTE 7.1. Generalităţi Torsiunea (răsucirea) este solicitarea predominantă din arborii maşinilor, dar este întâlnită şi în alte cazuri, de exemplu la şasiurile de autovehicole, construcţiile metalice ale avioanelor, etc. Această solicitare este produsă de forţele care nu întâlnesc axa longitudinală a barei şi nu sunt paralele cu aceasta. Solicitarea de torsiune este produsă de efortul moment de torsiune, care are vectorul dirijat în lungul axei longitudinale a barei. Barele solicitate la torsiune se numesc arbori. Studiul torsiunii este simplu pentru secţiunea circulară sau inelară, dar foarte complicat pentru alte forme de secţiuni. 7.2. Starea de tensiune la forfecarea pură Fig.7.1 Se consideră o stare plană de tensiune (Fig.7.1.a), la care pe cele patru feţe ale paralelipipedului elementar de volum, având ca normale axele Ox şi Oy, acţionează numai tensiuni tangenţiale egale, conform principiului dualităţii tensiunilor tangenţiale. Se spune că acest element de volum se află în stare de forfecare pură. Acest element se deformează schimbându-şi unghiurile, dar fără a-şi modifica lungimile laturilor. 
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CAPITOLUL 7
 TORSIUNEA BARELOR DREPTE 7.1. Generalităţi Torsiunea (răsucirea) este solicitarea predominantă din arborii maşinilor, dar este întâlnită şi în alte cazuri, de exemplu la şasiurile de autovehicole, construcţiile metalice ale avioanelor, etc. Această solicitare este produsă de forţele care nu întâlnesc axa longitudinală a barei şi nu sunt paralele cu aceasta. Solicitarea de torsiune este produsă de efortul moment de torsiune, care are vectorul dirijat în lungul axei longitudinale a barei. Barele solicitate la torsiune se numesc arbori. Studiul torsiunii este simplu pentru secţiunea circulară sau inelară, dar foarte complicat pentru alte forme de secţiuni. 7.2. Starea de tensiune la forfecarea pură
 Fig.7.1
 Se consideră o stare plană de tensiune (Fig.7.1.a), la care pe cele patru feţe ale paralelipipedului elementar de volum, având ca normale axele Ox şi Oy, acţionează numai tensiuni tangenţiale egale, conform principiului dualităţii tensiunilor tangenţiale. Se spune că acest element de volum se află în stare de forfecare pură. Acest element se deformează schimbându-şi unghiurile, dar fără a-şi modifica lungimile laturilor.
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Torsiunea barelor drepte 91
 Vom determina tensiunile pe o secţiune înclinată cu unghiul α faţă de axa Oy (Fig.7.1.b). S-a notat cu A aria feţei CD, deci faţa OC va avea aria Acosα, iar faţa OD aria Asinα. Se scriu ecuaţiile de echilibru ale elementului de volum. Ecuaţia de proiecţii a forţelor pe direcţia tensiunii normale σ va fi:
 ( ) ( ) 0cossinAsincosAA xyyx =αατ−αατ−σ
 Ecuaţia de proiecţii a forţelor pe direcţia tensiunii tangenţiale τ va fi:
 ( ) ( ) 0sinsinAcoscosAA xyyx =ατ−αατ−τ
 Conform principiului dualităţii tensiunilor tangenţiale, τxy = τyx, deci rezultă:
 ατ−=τ
 ατ+=σ
 2cos
 2sin
 yx
 yx (7.1)
 Fig.7.2
 Se observă că pe secţiunea înclinată cu unghiul α = 45° tensiunea normală este σ45
 o = τxy , iar tensiunea tangenţială τ45o = 0. De asemenea, pe o secţiune
 perpendiculară pe aceasta, deci pentru α = 135°, rezultă: σ135o = -τxy şi τ135
 o = 0. Aceste concluzii sunt ilustrate în Fig.7.2.a. Reciproc, dacă se consideră starea plană din Fig.7.2.b, cu tensiunile σx şi σy = -σx , pe secţiunile înclinate cu α = ± 45° are loc starea de forfecare pură.
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Capitolul 7 92
 7.3. Tensiuni în bara de secţiune circulară solicitată la torsiune Rezolvarea problemei se face analizând deformaţiile produse de un moment de torsiune Mt (Mx), având vectorul dirijat după axa longitudinală Ox a barei drepte (Fig. 7.3). Trasând pe conturul cilindric al barei generatoare şi cercuri paralele se obţine o reţea de pătrăţele curbilinii, ca în Fig.7.3.
 Fig.7.3
 În urma aplicării momentului de torsiune se constată următoarele: - O secţiune normală plană (AB) rămâne tot plană şi normală la axa barei (A'B'), deci este aplicabilă ipoteza secţiunilor plane a lui Bernoulli. - Pătrăţelele curbilinii (abcd) se transformă în romburi curbilinii (a'b'c'd'), modificându-şi doar unghiurile fără a-şi modifica dimensiunile laturilor, ceea ce dovedeşte că este vorba de o stare de forfecare pură. Considerăm bara dreaptă încastrată din Fig.7.4.a, de secţiune circulară cu raza R şi lungimea l. Generatoarea CB se înclină cu unghiul γmax, punctul C fiind un punct fix din încastrare. În acest timp, o rază oarecare OB a secţiunii transversale de capăt se roteşte cu unghiul ϕ, ajungând în poziţia OB'. Unghiul ϕ se numeşte unghi de răsucire.
 În Fig.7.4.b. s-a reprezentat un element de bară de lungime infinit mică dx, cu raza secţiunii transversale r < R, deci un element central din bară din vecinătatea încastrării. În timp ce generatoarea cb se înclină cu unghiul γ, raza ob se va roti cu un unghi dϕ. Din consideraţii de deformaţii se poate scrie că lungimea arcului bb' este:
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Torsiunea barelor drepte 93
 ϕ=γ= rddx'bb
 Din expresia de mai sus rezultă:
 θ=ϕ
 =γ rdxdr (7.2)
 Fig.7.4 În relaţia (7.2) s-a definit unghiul de răsucire specific θ ca fiind unghiul cu care se rotesc una faţă de cealaltă două secţiuni transversale infinit apropiate:
 dxdϕ
 =θ (7.3)
 Aplicând legea lui Hooke pentru solicitarea de torsiune se obţine expresia tensiunii tangenţiale τ: rGG ⋅θ⋅=γ⋅=τ (7.4)
 G este modulul de elasticitate transversal al materialului barei. Relaţia (7.4) reprezintă legea de variaţie a tensiunii tangenţiale pe secţiunea circulară a barei. Se observă că tensiunea tangenţială este nulă în centrul secţiunii, pentru r = 0, variază liniar cu raza r, fiind maximă pe conturul secţiunii, pentru r=R. Valoarea maximă a tensiunii tangenţiale este: RGmax ⋅θ⋅=τ (7.5) Se obţine astfel diagrama de variaţie a tensiunii tangenţiale din Fig.7.5.a. În baza principiului dualităţii tensiunilor tangenţiale se produc tensiuni tangenţiale şi în secţiunile longitudinale ale barei (Fig.7.5.b).
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Capitolul 7 94
 Fig.7.5 Pentru a stabili legătura între momentul de torsiune Mt şi tensiunea tangenţială τ se scrie că momentul de torsiune este suma momentelor tuturor forţelor elementare dF=τdA faţă de centrul secţiunii O (Fig.7.6).
 Fig.7.6
 pA
 22
 AAAt IGdArGdArGr)dA(rdFM ⋅θ⋅=θ=⋅θ⋅=τ== ∫∫∫∫
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Torsiunea barelor drepte 95
 Din relaţia de echivalenţă se obţine p
 t
 IMG =θ . Înlocuind această expresie în
 relaţia (7.4) rezultă:
 p
 t
 IrM ⋅
 =τ (7.6)
 Pe contur se obţine valoarea maximă a tensiunii tangenţiale:
 p
 t
 p
 t
 p
 tmax W
 M
 RIM
 IRM
 ==⋅
 =τ (7.7)
 În această relaţie s-a definit modulul de rezistenţă polar Wp al secţiunii:
 RI
 W pp = (7.8)
 Pentru secţiunea circulară de diametru d modulul de rezistenţă polar este:
 16
 d
 2d32
 d
 W3
 4
 p⋅π
 =
 ⋅π
 = (7.9)
 Pentru secţiunea inelară cu diametrul exterior D şi diametrul interior d, modulul de rezistenţă polar este:
 ( )
 ( )Ddkunde,k1
 16D
 2D
 Dd1
 32D
 2D
 dD32W 4
 3
 44
 44
 p =−π
 =⎥⎥⎦
 ⎤
 ⎢⎢⎣
 ⎡⎟⎠⎞
 ⎜⎝⎛−
 π
 =−
 π
 = (7.10)
 Formula (7.7) se poate scrie sub următoarele forme:
 a) Formulă de dimensionare:
 a
 tpnec
 MW
 τ=
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Capitolul 7 96
 b) Formulă de verificare:
 ap
 tmax W
 Mτ≤=τ
 c) Formulă de determinare a momentului de torsiune capabil:
 patcap WM ⋅τ=
 În aceste relaţii τa este tensiunea tangenţială admisibilă a materialului barei.
 7.4. Calculul deformaţiilor la solicitarea de torsiune Din formulele (7.4) şi (7.6) se poate determina unghiul de răsucire specific:
 ⎥⎦⎤
 ⎢⎣⎡=
 ⋅
 ⋅
 =⋅τ
 =θmmrad
 GIM
 rGI
 rM
 rG p
 tp
 t
 (7.11)
 Pe de altă parte, din relaţia (7.3) rezultă unghiul de răsucire dϕ pentru o bară de lungime dx:
 dxGIMdxd
 p
 t=⋅θ=ϕ (7.12)
 Astfel, unghiul de răsucire total pentru bara de lungime l va fi:
 ]rad[GI
 lMdxGIMd
 p
 tl
 0 p
 t
 l
 ⋅==ϕ=ϕΔ ∫∫ (7.13)
 Uneori, la proiectarea arborilor de transmisie se impun anumite valori limită, admisibile, pentru unghiul de răsucire specific (θa). În aceste cazuri formula (7.11) devine formulă de dimensionare din condiţia de rigiditate. Astfel, pentru o secţiune circulară cu diametrul d formula de dimensionare din condiţia de rigiditate va fi:
 4
 a
 tnec
 4nec
 a
 tnecp G
 M32d32d
 GMI
 θπ=⇒
 π=
 θ=
 Observaţii:
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 1) De obicei valorile unghiului de răsucire specific admisibil θa sunt date în standarde în [°/m] şi trebuie transformate, în vederea unui calcul corect, în [rad/mm], astfel:
 [ ] ⎥⎦⎤
 ⎢⎣⎡θ
 ⋅π
 =⎥⎦⎤
 ⎢⎣⎡
 ⋅π
 θ=°θmmrad
 108,1mmrad
 10180m/ a53aa
 2) În cazurile practice curente se cunosc puterile diferitelor maşini care consumă sau produc energie pe arbore, precum şi turaţiile acestora. Pentru un motor de putere P [CP] şi turaţie n [rot/min], cuplul la arbore este dat de relaţia:
 [ ] [ ][ ]min/rotn
 CPP162,7KNmMt =
 Dacă puterea este dată în KW:
 [ ] [ ]min]/rot[n
 KWP550,9KNmMt =
 7.5. Torsiunea barelor de secţiune dreptunghiulară Barele cu secţiuni diferite de secţiunea circulară sau inelară solicitate la torsiune nu mai respectă ipoteza secţiunilor plane a lui Bernoulli. O secţiune plană normală pe axa barei înainte de deformare devine strâmbă după aplicarea momentului de torsiune. În punctele secţiunii au loc deplasări inegale în lungul axei barei, ceea ce cauzează deplanarea secţiunii. Studiul torsiunii barelor cu secţiuni oarecare constituie una dintre problemele clasice ale teoriei elasticităţii, rezolvarea acesteia fiind dată de Barré de Saint-Vénant. Se vor prezenta doar concluziile acestui studiu pentru secţiunea dreptunghiulară. Prezentarea detaliată a studiului se găseşte în manualele de teoria elasticităţii.
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 Fig.7.7
 În secţiunea dreptunghiulară, de-a lungul axelor de simetrie şi de-a lungul laturilor conturului, tensiunile tangenţiale variază cum se arată în Fig.7.7. Cea mai mare tensiune tangenţială apare în apropierea conturului, la mijlocul laturii mari, iar valoarea sa este:
 2t
 maxxymax hbMα
 =τ=τ (7.14)
 La mijlocul laturii mici tensiunea este: maxxymaxxz τ⋅η=τ (7.15)
 Unghiul de răsucire specific are următoarea expresie:
 3t
 GhbM
 β=θ (7.16)
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Torsiunea barelor drepte 99
 Ceficienţii α, β, η sunt daţi în tabelul 7.1, în funcţie de raportul h/b al laturilor dreptunghiului. Numitorul expresiei (7.16), care se poate nota GIt = Gβhb3 se numeşte rigiditatea la torsiune a barei. Pentru bara de secţiune circulară sau inelară It=Ip , iar pentru alte secţiuni It ≠ Ip .
 Tabelul 7.1
 h/b 1 1,5 2 3 4 6 8 10 ∞ α 0,208 0,231 0,246 0,267 0,282 0,299 0,307 0,313 0,333 β 0,141 0,196 0,229 0,263 0,281 0,299 0,307 0,313 0,333 η 1,000 0,859 0,795 0,753 0,745 0,743 0,742 0,742 0,742
 7.6. Aplicaţii 1) Să se dimensioneze arborele inelar al unei maşini cunoscând puterea P= 3000 CP şi turaţia n = 300 rot/min. Se cunoaşte raportul k = d/D = 0,8 şi tensiunea tangenţială admisibilă a materialului arborelui τa = 40 N/mm2. Momentul de torsiune se calculează în funcţie de putere şi turaţie cu relaţia cunoscută:
 KNm62,713003000162,7
 nP162,7Mt ===
 Din relaţia de dimensionare va rezulta modulul de rezistenţă polar al secţiunii arborelui:
 356
 a
 tnecp mm10905,17
 401062,71MW ⋅=⋅
 =τ
 = (1)
 În funcţie de dimensiunile secţiunii, modulul de rezistenţa polar va fi:
 [ ]43nec
 necp k116DW −π
 = (2)
 Din relaţiile (1) şi (2) va rezulta Dnec:
 [ ] [ ]
 mm23,199d
 mm03,2498,01
 1610905,17D10905,17k116D
 nec
 34
 5
 nec54
 3nec
 =
 =−π
 ⋅⋅=⇒⋅=−
 π
 Se aleg pentru cele două diametre valorile rotunjite:
 D = 250 mm , d = 200 mm
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 2) Arborele din Fig.7.8, care se roteşte cu o turaţie n = 360 rot/min, primeşte prin roata motoare (r.m.) o putere P = 90 KW şi pune în mişcare consumatorii care consumă prin roţile 1 şi 2 puteri egale P1 = P2 = 25 KW, iar prin roata 3 o putere P3=40 KW. Porţiunea r.m.-2 a arborelui are secţiunea inelară cu D = 90 mm şi k=d/D=0,7 , iar porţiunea r.m.-3 are secţiunea circulară cu diametrul d = 80 mm. Se cer: a) Diagrama cotată a momentului de torsiune pe arbore; b) Verificarea arborelui cunoscând τa = 70 N/mm2 , θa = 0,25 °/m şi G = 8⋅104 N/mm2; c) Rotirea relativă între roata motoare şi roata 3, respectiv roata motoare şi roata 2.
 Fig.7.8
 a) Momentele de torsiune:
 [ ]
 [ ] Nm5,2387KNm3875,2min/rotn
 KWP550,9Mt ===
 [ ]
 [ ] Nm2,663KNm6632,0min/rotn
 KWP550,9MM 12t1t ====
 [ ]
 [ ] Nm1,1061KNm0611,1min/rotn
 KWP550,9M 33t ===
 Diagrama de variaţie a momentului de torsiune este reprezentată în Fig.7.9. Verificarea arborelui presupune verificarea porţiunilor de arbore: - r.m.-2, de secţiune inelară, la momentul de torsiune maxim pe această porţiune a arborelui Mt max = Mt2 + Mt1 = 1326,4 Nm - r.m.-1, de secţiune circulară, la momentul de torsiune Mt3 = 1061,1 Nm.
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 Fig.7.9
 b.1)Porţiunea r.m.-2 Verificarea la rezistenţă:
 [ ]a2
 43
 3
 p
 maxtmax mm
 N19,127,01
 1690
 104,1326W
 Mτ≤=
 −⋅π
 ⋅==τ
 Verificarea la rigiditate:
 [ ]a
 6
 44
 4
 3
 p
 maxtmax m/194,0
 mmrad1038,3
 7,013290108
 104,1326GI
 Mθ≤°=⋅=
 −⋅π
 ⋅⋅
 ⋅==θ −
 b2) Porţiunea r.m.-3 Verificarea la rezistenţă
 a23
 3
 p
 3tmax mm
 N6,10
 1680
 101,`1061'W
 M' τ≤=
 ⋅π⋅
 ==τ
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 Verificarea la rigiditate
 a6
 44
 3
 p
 3tmax m/189,0
 mmrad103,3
 3280108
 101,1061'GI
 M' θ≤°=⋅=
 ⋅π⋅⋅
 ⋅==θ −
 c) Rotirea relativă dintre roata motoare şi roata 3:
 °=⋅=⋅π
 ⋅⋅
 ⋅⋅=
 ⋅=ϕΔ − 094,0rad1065,1
 3280108
 500101,1061'GI
 500M 34
 4
 3
 p
 3t
 Rotirea relativă dintre roata motoare şi roata 2 este suma algebrică a rotirilor relative dintre roata motoare şi roata 1, respectiv roata 1 şi roata 2:
 [ ]⇒
 −⋅π
 ⋅⋅
 ⋅⋅=
 ⋅=
 ⋅+
 ⋅=ϕΔ
 44
 4
 3
 p
 1t
 p
 1t
 p
 1t
 7,013290108
 1160102,663GI
 1160MGI
 320MGI
 420M2©
 °=⋅=ϕΔ − 112,0rad1096,1' 3
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                        SISTEME DE ACTIONARE II - mec.upt.romec.upt.ro/dolga/SAII_5.pdf · Forta electromagnetica pentru alimentare in c.a. Componenta variabilă a forţei generează vibraţia nedorită
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