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Acela-i matematician pentru care egalitatea 2xe dx
 este evidentă ca " 2 × 2 = 4 ". W. Thompson (lord Kelvin)
 Micii MATEMATICIENI
 Revista elevilor din Hîrlău
 Fondată în anul 2007 Anul IV, nr. 4, martie 2010
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Micii MATEMATICIENI
 1
 Spiritul matematic, spiritul competitiv...
 Prof. Liliana Romaniuc
 Matematica este prin excelenţă disciplina cu cel mai ridicat grad de dificultate datorat pe de o parte complexităţii şi diversităţii conţinutului ştiinţific, iar pe de altă parte nivelului de abstractizare foarte înalt. Numită ştiinţa nobilă sau regina disciplinelor, ea înseamnă deopotrivă atracţie şi disperare, provocare şi teamă pentru cei mai mulţi dintre noi. Cineva chiar spunea că este începutul a tot ceea ce se întâmplă în jurul nostru, este disciplina de care au nevoie toţi cercetătorii, pe care o folosim cu toţii, în fiecare zi, atunci când numărăm, cântărim, judecăm sau calculăm. Matematica stă la baza descoperirilor din informatică, medicină, astronomie, chimie şi fizică. A face performanţă în domeniul ştiinţelor înseamnă să deţii cunoştinţe solide de matematică, înseamnă să ai spiritul competitiv, acel spirit anume ce se caracterizează prin rigoare, disciplină, profunzime şi consecvenţă.
 Rigoarea matematicii ne învaţă să acordăm atenţie tuturor aspectelor unei probleme, să luăm în calcul toate ipotezele şi consecinţele care pot decurge din acestea. Rigoarea matematicii presupune să facem corelaţii şi legături cu alte cunoştinţe, să generalizăm sau să particularizăm, să demonstrăm şi să argumentăm fiecare operaţie şi fiecare afirmaţie.
 Disciplina matematică presupune înţelegerea aplicării corecte a rezultatelor matematice, axiome, definiţii şi teoreme, înţelegerea faptului că un adevăr matematic nu se schimbă în funcţie de context sau situaţie. Disciplina în matematică înseamnă că odată stabilit un traseu, acesta trebuie urmat fără abatere.
 Profunzimea matematicii are legătură cu faptul că odată abordată o problemă, aceasta ne conduce către universuri de cunoaştere de nebănuit cu soluţii inedite. Cu cât ai curajul să înţelegi mai mult, cu atât găseşti mai multă satisfacţie şi împlinire.
 Consecvenţa matematică are legătură cu faptul că adevărul matematic este neschimbabil, de durată şi se aplică fără devieri sau abateri. Consecvenţa în matematică presupune înţelegerea valorii adevărului care dăinuie şi care nu se adaptează diferitelor contexte.
 Fiecare încercare de a rezolva sau crea probleme matematice presupune înţelegerea mai profundă şi trăirea acestor valori, asemenea pregătirii pentru participarea la o competiţie. Cei care decid să facă performanţă la matematică îşi asumă de la început un destin al competitorului, dornic de atingerea perfecţiunii în ceea ce face, ”de căutare a adevărului care înseamnă mai mult decât deţinerea lui”, aşa cum spunea Einstein. Spiritul matematic înnobilează, îmbogăţeşte şi desăvârşeşte pe oricine are curajul să-l caute şi să şi-l asume. Iar curajul este un atribut al competitorilor, al celor puternici, al celor care aspiră la împlinire şi desăvârşire...
 Inspector Şcolar General al Inspectoratului Şcolar Judeţean,
 Iaşi
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 P A N T E O N
 Domnului Profesor, cu dragoste………
 Motto : “Matematica este limba în care Dumnezeu a scris Universul….”
 ( Galileo Galilei ) Poate parafraza din titlu, care se referă la un celebru film pe tema educaţiei, evocă nu numai un profesor de reală vocaţie, ci şi pe cel despre care vorbim acum, într-un moment în care, inevitabil, trebuie să acceptǎm ideea retragerii sale de la catedră. În orăşelul nostru patriarhal, profesorul Constantin Nastasă a devenit o emblemă locală,împlinind un destin început pe 7 februarie 1946, în satul Poiana Mărului, comuna Cepleniţa, jud. Iaşi, provenind dintr-o familie de oameni cu un cult al muncii deosebit,pe care l-au imprimat si copiilor. Anii de şcoală,sub atenta îndrumare a învăţătorului Ioan Halibei, apoi a profesorilor Victor Simirad şi Maria Stoicescu i-au dezvăluit criptica lume a cifrelor şi a simbolurilor matematice,de care s-a simţit irezistibil atras. După absolvirea Liceului “Ştefan cel Mare” din Hârlau, în 1967, este admis la Facultatea de matematică, a Universităţii ”Alexandru Ioan Cuza” din Iaşi, după a cărei finalizare devine profesor la Şcoala generală din Deleni. O deosebită oportunitate îi este oferită între 1978-1981, când predă matematica la Liceul “Omar Khayam” din Kenita- Maroc. Traseul profesional îl va aduce însă din nou în ţară,ca titular la Liceul “Ştefan cel Mare” Hârlău.Acesta e locul împlinirii sale profesionale,căci în timp talentul pedagogic şi pasiunea pentru matematică transmisă şi discipolilor săi i-au adus numeroase satisfacţii personale,căci mulţi elevi au obţinut rezultate remarcabile la examenele naţionale,olimpiade şi concursuri. Dorinţa de perfecţionare şi spiritul competitiv ,disciplina muncii în echipă şi inventivitatea l-au făcut unul din fondatorii revistei “Micii Matematicieni”, de recunoaştere naţională,alături de toţi membrii catedrei de matematică. Prestigiul de care se bucură concursul emblematic al liceului nostru,aflat deja la a V-a ediţie,i se datorează indubitabil si domnului profesor C. Nastasă,care a oferit soluţii ingenioase,a conceput subiecte inedite şi a sprijinit cu toata dăruirea desfăşurarea acestei competiţii. O dreaptă şi respectuoasă recunoaştere a indiscutabilei sale valori vine din partea domnului profesor dr. Ovidiu Cârjă, decanul Facultăţii de matematică din Iaşi , care,in 2005, îi adresează următoarea apreciere : “ Conducerea Facultăţii de matematică apreciază faptul că unii din studenţii noştri merituoşi au avut privilegiul să se numere printre elevii dvs. Considerăm aceasta o dovadă a seriozităţii şi dăruirii profesorilor de matematică din liceul dvs., care au ştiut să trezească şi să cultive aptitudinile matematice ale elevilor. Ne face o deosebită plăcere să transmitem conducerii liceului şi dvs. personal felicitările şi mulţumirile noastre, cu speranţa unei bune colaborări şi pe viitor, în folosul educării tinerelor generaţii”. La ieşirea domnului profesor la pensie, elevii şi profesorii liceului nostru îi aduc şi ei mulţumiri sincere pentru implicarea şi dăruirea generoasă în dificila muncă de dascăl, preţuindu-i spiritul tânăr şi energic, tonusul proaspăt şi promiţător de lungă dăinuire. El este modelul nostru de onoare şi caracter, impecabil în conduită, ţinută şi atitudine, model de spirit înalt căruia îi dăruim din suflet întreaga noastră recunoştinţă.
 Redacţia Revistei „Micii Matematicieni”
 Prof. Constantin Nastasă
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 ARTICOLE ŞI NOTE MATEMATICE
 Lumea reală văzută prin ochii lumii complexe
 Rodica Luca Tudorache
 Majoritatea cărţilor de matematică introduc numerele complexe ca o necesitate a rezolvării ecuaţiilor care nu au soluţii reale. O introducere tipică sună cam aşa: “Ecuaţia
 012 =+x nu are soluţii reale, deoarece nu există nici un număr real x care ridicat la pătrat să dea 1− . Pentru a rezolva această ecuaţie matematicienii au creat un sistem extins de numere folosind
 unitatea imaginară i , definită astfel 1−=i .” Elevii s-ar aştepta la o justificare practică pentru introducerea unei astfel de idei noi, ca numărul complex i . Într-adevăr există motive directe şi intuitive pentru introducerea numerelor reale. Numerele naturale sunt folosite pentru numărare, numerele întregi negative pot fi utilizate pentru descrierea datoriilor, numerele raţionale ne folosesc pentru descrierea unor concepte naturale, ca “jumătate de litru de lapte”, iar numerele iraţionale sunt folosite pentru reprezentarea unor distanţe din plan. Nu există nici o aplicaţie simplă a numerelor complexe pentru a motiva introducerea şi utilizarea lor la un nivel introductiv. Elevii noştri sunt din ce în ce mai inteligenţi şi înţeleg uşor diverse situaţii abstracte printre care aplicaţiile numerelor complexe, dar nevoia motivării lor este în mod uzual uitată. Vom prezenta în continuare patru situaţii selectate din [5], care servesc pentru motivarea folosirii numerelor complexe în algebră şi analiză matematică. Sunt patru cazuri în care numerele complexe sunt un instrument eficient în rezolvarea unor probleme reale.
 1. Rezolvarea unor ecuaţii algebrice. Din punct de vedere istoric numerele complexe au fost introduse din nevoi practice. Folosirea lor de către Rafael Bombelli (1526-1572) ne oferă o lumină asupra necesităţii numerelor complexe. În secolul al XVI-lea matematicienii erau interesaţi de găsirea soluţiilor reale ale ecuaţiilor polinomiale. Unul dintre punctele importante o reprezintă soluţia lui Gerolamo Cardano (1501-1576) pentru ecuaţia cubică 023 =+++ cbxaxx , (vezi [3]). Înlocuind 3/ayx −= se elimină termenul de gradul al doilea, obţinându-se 03 =++ qpyy , unde
 cabaqabp +−=−= 3/27/2,3/ 32 . Astfel este suficient să considerăm ecuaţii de ordinul al treilea de forma de mai sus (fără termenul în 2y ). O nouă substituţie de forma )3/( upuy −= ne conduce la ecuaţia 027/336 =−+ pquu . Rezolvând această ecuaţie de gradul al doilea în
 variabila 3u obţinem 2
 27/4 323 pqq
 u+±−
 = , de unde se deduce u . Înlocuind această valoare
 a lui u în expresia lui y deducem formula cubică pentru ecuaţia 03 =++ qpyy , şi anume
 332
 332
 227/4
 227/4 pqqpqq
 y+±
 −+±−
 = .
 Bombelli a aplicat această formulă în rezolvarea ecuaţiei 04153 =−− yy şi a obţinut
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 33 12121212 −+−−−+=y .
 Această soluţie este 4=y . Pentru a justifica acest lucru se observă că rădăcina cubică a lui 1212 −+ este 12 −+ . Bombelli a descoperit acest lucru (prin încercări şi o serie de erori)
 ridicând la puterea a treia pe 12 −+ şi tratând pătratul lui 1− ca 1− . Asemănător o rădăcină cubică a lui 1212 −+− este 12 −+− . Astfel soluţia ecuaţiei este
 4)12()12( =−+−−−+ . Deci formula lui Cardano a condus la răspunsul corect 4 , dar pentru a-l obţine din formula respectivă trebuie să aplicăm formule algebrice expresiilor care-l conţin pe 1− . Aceasta a fost motivarea lui Bombelli pentru acceptarea numerelor complexe. Ele l-au ajutat să obţină soluţiile reale ale ecuaţiilor cubice. Din acest motiv Rafael Bombelli este considerat tatăl invenţiei numerelor complexe.
 2. Rezolvarea unitară a ecuaţiilor diferenţiale. O problemă fizică fundamentală este descrierea mişcării unui punct material de masă m care se deplasează pe dreapta orizontală Ox sub acţiunea unei forţe elastice F îndreptată către originea O , (vezi [1]). Dacă notăm cu )(tx distanţa în momentul t de la punct la origine, din legea a doua a lui Newton rezultă că ecuaţia mişcării va fi Fmx ='' . Pe de altă parte, F fiind o forţă elastică, va fi de forma xF 2ω−= . Rezultă astfel că mişcarea punctului este descrisă de ecuaţia diferenţială de ordinul al doilea 0'' 2 =+ xmx ω . Pentru simplitate vom considera
 1== ωm şi că punctul are poziţia iniţială 0)0( =x şi viteza iniţială 1)0(' =x . Vom căuta soluţii ale ecuaţiei 0'' =+xx de forma tetx λ=)( . Introduse în ecuaţie obţinem ecuaţia caracteristică
 012 =+λ , cu soluţiile complexe i şi i− . Soluţia generală a ecuaţiei 0'' =+xx se scrie ca o combinaţie liniară de soluţiile independente itt ee =1λ şi itt ee −=2λ , sub forma
 CCCeCeCtx itit ∈+= −2121 ,,)( . Folosind condiţiile iniţiale 0)0( =x şi 1)0(' =x deducem că
 2/,2/ 21 iCiC =−= , iar soluţia problemei noastre este ( ) 2/2/ itit ieietx −+−= . Pentru ite folosim formula lui Leonhard Euler (1707-1783) titeit sincos += şi obţinem soluţia
 ttititititx sin2/)sin(cos2/)sin(cos)( =−++−= , o soluţie reală a acestei probleme fizice reale. Se putea de la început să căutăm soluţii ale ecuaţiei 0'' =+xx de forma
 tBtAtx sincos)( += . Dar folosind numerele complexe putem rezolva ecuaţii diferenţiale liniare omogene cu coeficienţi constanţi într-un cadru unitar, considerând soluţiile de forma tex λ= . Într-adevăr nu este uşor să ghicim forma soluţiilor unor ecuaţii diferenţiale, de exemplu a unui model matematic care descrie mişcarea unui punct material de masă m în care pe lângă forţa elastică F care acţionează asupra sa, mai există o forţă de frecare proporţională cu viteza, adică de forma 'bx− . Se obţine în acest caz ecuaţia diferenţială 0''' 2 =++ xbxmx ω . Pentru
 1,1,1 === ωbm obţinem ecuaţia .0''' =++ xxx Să considerăm condiţiile iniţiale 1)0(',1)0( == xx . Căutând o soluţie de forma tex λ= , obţinem ecuaţia caracteristică
 012 =++ λλ cu soluţiile complexe 2/)31(2,1 i±−=λ . Atunci soluţia generală a ecuaţiei de
 mai sus este de forma 2/)31(2
 2/)31(1)( titi eCeCtx −−+− += . Folosind condiţiile iniţiale menţionate
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 obţinem 2/)31(,2/)31( 21 iCiC +=−= , deci pentru soluţia noastră deducem după câteva calcule expresia ))2/3sin(3)2/3(cos()( 2/ ttetx t += − .
 3. Scrierea unitară şi eficientă a integralelor. Pentru calcularea integralelor ∫= dxbxeI ax cos1 şi ∫= dxbxeI ax sin2 se poate folosi o scriere
 unitară considerând integrala ∫ ++−
 =+
 == ++ )sin(cos122
 )()( bxibxebaibae
 ibadxeI axxibaxiba .
 Integralele 1I şi 2I sunt partea reală şi respectiv partea imaginară a expresiei de mai sus, adică
 ∫ ++
 == ),sincos(cos 221 bxbbxaba
 edxbxeIax
 ax
 ),cossin(sin 222 bxbbxaba
 edxbxeIax
 ax −+
 == ∫
 la care se adaugă mulţimea funcţiilor constante C. Am folosit mai sus pentru o funcţie complexă )()()( xivxuxf += formula de integrare
 ∫ ∫ ∫+= dxxvidxxudxxf )()()( . 4. Studiul seriilor de puteri.
 În anul I de facultate la analiza matematică se arată că funcţia 211)(x
 xf+
 = are pe
 intervalul )1,1(−=I dezvoltarea în serie de puteri .)1(1)( 2642 +−++−+−= kk xxxxxf
 Acest lucru înseamnă că pentru orice )1,1(−∈x suma seriei ∑∞
 =
 −0
 2)1(k
 kk x , adică
 ⎟⎠
 ⎞⎜⎝
 ⎛−= ∑
 =∞→
 n
 k
 kk
 nxS
 0
 2)1(lim este 211x+
 , (vezi [4]).
 Funcţia 211)(x
 xf+
 = , definită pe toată axa reală, are o comportare foarte bună fiind
 indefinit derivabilă şi mărginită pe R . Ne-am aştepta ca seria de puteri de mai sus să conveargă în orice punct Rx∈ . Dar se arată că raza de convergenţă a acestei serii este 1=r , iar seria este convergentă doar în punctele intervalului )1,1(− . Apare normal întrebarea de ce se pierde convergenţa în afara intervalului )1,1(− . Un răspuns la această întrebare, bazat pe numerele complexe, este considerarea lui f ca funcţie de variabilă complexă. Studiul acestor funcţii complexe se face în anii superiori de
 facultate. Singularităţile funcţiei complexe 211)(z
 zf+
 = sunt iz =1 şi iz −=2 , care se află la
 distanţa 1 faţă de origine. Astfel domeniul de convergenţă a seriei complexe +−++−+−= kk zzzzzf 2642 )1(1)( este discul unitate }1||,{ <∈= zCzD , (vezi [2]).
 Cum intervalul de convergenţă I pentru seria reală este restricţia lui D la axa reală, rezultă că )1,1(−=I . Astfel am explicat comportarea unei funcţii reale cu ajutorul surorii ei complexe.
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 Există şi alte situaţii unde numerele complexe pot fi folosite în rezolvarea sau explicarea unor probleme reale, ceea ce de altfel recomandăm cititorilor acestui articol. Cele patru situaţii prezentate mai sus certifică afirmaţia lui Jacques Hadamard (1865-1963) şi anume că drumul cel mai scurt între două adevăruri din domeniul real trece prin domeniul complex: “The shortest path between two truths in the real domain passes through the complex domain”. Bibliografie
 1. V. Barbu, Ecuaţii diferenţiale, Editura Junimea, Iaşi, 1985. 2. P. Hamburg, P. Mocanu, N. Negoescu, Analiză matematică. Funcţii complexe, Editura
 Didactică şi Pedagogică, Bucureşti, 1982. 3. V.J. Katz, A history of mathematics, Harper Collins, New York, 1993. 4. R. Luca Tudorache, Probleme de analiză matematică. Calcul integral, Casa de Editură
 Venus, Iaşi, 2007. 5. V. Ngo, S. Watson, Who cares if 012 =+x has a solution?, The College Mathematics
 Journal, 29, 1998.
 Rodica Luca Tudorache Profesor universitar doctor,
 Universitatea Tehnică “Gh. Asachi”, Iaşi
 Câteva tipuri de exerciţii frecvent întâlnite la gimnaziu
 Petru Asaftei
 Teorema împǎrţirii cu rest ne pune la dispoziţie diverse modalitǎţi de a scrie un numǎr natural. Suficient de multe probleme de aritmeticǎ au ca sursǎ de inspiraţie acest rezultat. Foarte utile în aceste probleme sunt rezultatele de mai jos:
 • ( )1 1naa + = Μ + şi ( )n n n
 a ba b b a+ = Μ + =Μ + ( )∗
 • Dacǎ n este numǎr natural par atunci ( )1 1naa − = Μ + şi ( )n n
 aa b b− =Μ + ( )∗∗
 • Dacǎ n este numǎr natural impar atunci ( )1 1naa − =Μ − şi ( )n n
 aa b b− =Μ − ( )∗∗∗
 • Dacǎ ,a b∈ şi a b> atunci existǎ ( ): n nK a b a b K∈ − = − ⋅ ( )∗∗∗∗ Exemple:
 ( ) 24 625 24 1 1 1nn = + =Μ + =Μ + sau ( ) 725 7 18 18nn n= + =Μ + ;
 ( )121236 937 36 1 1 1= + =Μ + =Μ + sau ( )1212
 2829 28 1 1= + =Μ + ;
 ( ) 7273 72 1 1nn = + =Μ + sau ( )2 12 13534 35 1 1nn ++ = − = Μ − .
 Problema 1: a) Să se demonstreze că 3 265 10 29 45n n nA = ⋅ + ⋅ − este divizibil cu 4.
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 b) Să se demonstreze că 2 134 4 15 4 134n n nB += + ⋅ + ⋅ este divizibil cu 7.
 Soluţie :a)Avem: ( ) ( ) ( )264 4 43 265 3 264 1 3 1 3 1 3n nn⋅ = ⋅ + = ⋅ Μ + = ⋅ Μ + =Μ + ;
 ( ) ( )28 410 29 10 28 1 10 1 10nn⋅ = ⋅ + = ⋅ Μ + =Μ + ;
 ( ) 44 445 44 1 1 1nn = + =Μ + =Μ + . Prin urmare, 4 4 43 10 1 12A =Μ + + − =Μ + =Μ , ceea ce trebuia demonstrat.
 b) Vom scrie: 734 35 1 1= − =Μ − ; 715 14 1 1= + =Μ + şi 7134 133 1 1= + =Μ + . Folosind ( )∗∗∗ şi faptul cǎ numǎrul 2 1n + este numǎr impar, obţinem succesiv:
 ( )2 12 17 734 1 1nn ++ = Μ − =Μ − ;
 ( ) ( )7 7 74 15 4 1 4 1 4nn⋅ = ⋅ Μ + = ⋅ Μ + =Μ + ;
 ( ) ( )7 7 74 134 4 1 4 1 4nn⋅ = ⋅ Μ + = ⋅ Μ + =Μ + . Adunând acum aceste relaţii, obţinem: 7 7 71 4 4 7B = Μ − + + =Μ + =Μ , ce aveam de arătat.
 Problema 2: Demonstraţi că numǎrul 2 3 20031 2 2 2 ... 2A = + + + + + este divizibil cu 15. Soluţie: Vom încerca sǎ scriem numǎrul A sub forma 15 K⋅ , K ∈ . În primul rând să observăm că suma respectivă are 2004 termeni ( de la 1=20 pânǎ la 22003 sunt 2004 numere ). Apoi calculǎm suma primilor 2 termeni ai sumei, suma primilor 3 termeni ai sumei etc., până când rezultatul găsit este divizibil cu 15. Aşadar :
 1 2 3+ = nu este divizibil cu 15; 21 2 2 7+ + = nu este divizibil cu 15; 2 31 2 2 2 15+ + + = este divizibil cu 15 .
 Am obţinut că suma primilor 4 termeni este un număr divizibil cu 15. Să vedem ce putem spune despre suma următorilor 4 termeni: ( )4 5 6 7 4 2 3 42 2 2 2 2 1 2 2 2 2 15+ + + = ⋅ + + + = ⋅ , care este divizibil cu 15. Cei 2004 termeni pot fi aranjaţi în exact 501 grupe de câte 4 termeni în ordinea crescǎtoare a exponenţilor, obţinând:
 ( ) ( ) ( )2 3 4 5 6 7 2000 2001 2002 20031 2 2 2 2 2 2 2 ... 2 2 2 2A = + + + + + + + + + + + + ⇔
 ( ) ( ) ( )2 3 4 2 3 2000 2 31 2 2 2 2 1 2 2 2 ... 2 1 2 2 2A = + + + + ⋅ + + + + + ⋅ + + + ⇔
 ( ) ( ) ( )2 3 4 2000 4 20001 2 2 2 1 2 ... 2 15 1 2 ... 2A = + + + ⋅ + + + = ⋅ + + + , numǎr divizibil cu 15.
 Profesor, Şcoala Normalǎ “Vasile Lupu”,
 Iaşi
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 Notǎ asupra unei probleme din revistǎ
 Ioan Sǎcǎleanu
 Problema P.29, autor Înv. Marieta Muşei a fost publicatǎ în “Micii Matematicieni”, numǎrul 3 din 2009 şi are urmǎtorul enunţ:
 „Elena a fost rugată de mama sa să aranjeze camera pentru primirea musafirilor. Camera ei are forma unui pătrat, iar scaunele sunt în număr de nouă. Mama i-a spus că acestea
 să fie aranjate astfel încât în dreptul fiecărui perete să se găsească acelaşi număr de scaune. Elena e nedumerită. Tu ai putea aranja cele nouă scaune, ajutând-o pe Elena ?”
 În aceastǎ notǎ matematicǎ ne propunem sǎ generalizǎm problema dupǎ p , numǎrul de scaune pe care Elena trebuie sǎ le aranjeze. Se disting urmǎtoarele situaţii:
 Dacǎ Elena aşeazǎ câte un scaun în fiecare colţ al camerei atunci 44 4 0p n= ⋅ + = Μ + , unde n este numǎrul de scaune de pe o laturǎ diferite de cele din colţuri (fig.1).
 Dacǎ Elena aşeazǎ scaune numai în 3 colţuri ale camerei atunci 44 5 1p n= ⋅ + = Μ + (fig.2).
 Dacǎ Elena aşeazǎ scaune numai în douǎ colţuri ale camerei atunci ( ) 44 6 4 1 2 2p n n= + = + + = Μ + ,
 dacǎ colţurile sunt alǎturate (fig.3); 44 2 2p n= + = Μ + , dacǎ colţurile sunt opuse (fig.4)
 Dacǎ Elena aşeazǎ scaune numai într-un colţ al camerei atunci 44 3 3p n= + =Μ + (fig.5).
 Dacǎ nu aşeazǎ în nici un colţ atunci 44 0p n= = Μ + (fig.6)
 Cum orice numǎr natural are una din formele { }4 , 0,1, 2,3p r r= Μ + ∈ rezultǎ cǎ se pot aşeza în condiţiile enunţului orice numǎr de scaune, 2p ≥ , restul r reprezintǎ colţurile rǎmase libere.
 Profesor, Liceul teoretic „Ştefan cel Mare”,
 Hîrlǎu, Iaşi
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 Teorema Cayley-Hamilton
 Aplicaţii metodice pentru matrici nesingulare de ordinul 2 şi 3
 Cezar-Marius Romaşcu Scopul acestui articol metodic este de a veni în ajutorul elevilor care pregǎtesc examenul de bacalaureat prin prezentarea cadrului general al unor tipuri de probleme. Fie ( )nM K mulţimea matricelor pǎtratice de ordinul n peste corpul K. Dacǎ ( )nA K∈Μ atunci
 polinomul caracteristic al matricei A, notat [ ]Af K X∈ se defineşte prin ( ) ( )detA nf x A x I= − ⋅ ,
 iar ecuaţia ( ) 0Af x = se numeşte ecuaţia caracteristicǎ a matricei A. Polinomul caracteristic are
 forma ( ) ( ) ( ) ( )( )nn
 nnnnnnn
 A x...xxxxxf σσσσσ 111 113
 32
 21
 1 −+−++−+−−= −
 −−−− , unde
 kσ este suma tuturor minorilor diagonali de ordin k din matricea A . Teorema Cayley-Hamilton afirmǎ cǎ este adevǎratǎ egalitatea:
 ( ) ( ) ( )11 2 31 2 3 1... 1 1n nn n n n
 A n n n nf A A A A A A I Oσ σ σ σ σ−− − −−= − + − + + − + − = .
 O primǎ consecinţǎ a aceste egalitǎţi este faptul cǎ permite exprimarea inversei unei matrici nesingulare cu ajutorul puterilor sale . Astfel se obţine:
 ( ) ( )[ ]nnnnnn
 n
 n
 I...AAAA 113
 22
 11
 11 11
 −
 −−−−+
 − −+−+−−
 = σσσσ
 cu 0≠= Adetnσ .
 O a doua consecinţǎ se referǎ la calculul puterilor unei matrice prin formula de recurenţǎ. În fapt avem ( ) ( ) 011 1
 112
 21
 1 =−+−+−+− +−
 −−+−++ kn
 nkn
 nknknkn AA...AAA σσσσ , de unde,
 pentru orice nl ≥ , putem exprima lA ca valoarea unui polinom de grad mai mic sau egal cu ( )1−n în matricea A . În cazul 2n = avem ( ) 22111 aaAtr +==σ şi ( ) 02 ≠= Adetσ , unde ( ) ( )2ijA a K= ∈Μ .
 Atunci gǎsim cǎ: ( ) ( )2 21 2 2 20 det 0A A I A tr A A A Iσ σ− + = ⇔ − ⋅ + ⋅ = ,
 cǎ ( ) ( ) [ ]2 1 3
 1 2 11 2 2
 2
 1 1det
 A A I A trA IA
 σσ
 +− −− −
 ⎡ ⎤= − = ⋅ − ⋅⎣ ⎦ şi cǎ 2 1 det 0,k k kA trA A A A k+ +− ⋅ + ⋅ = ∈ .
 Aplicaţie: Se consideră matricele ⎟⎟⎠
 ⎞⎜⎜⎝
 ⎛−
 −=
 3113
 xx
 A şi ⎟⎟⎠
 ⎞⎜⎜⎝
 ⎛=
 1001
 2I .
 a.) Să se determine x∈ ştiind că ( ) 0=Adet . b.) Să se verifice egalitatea ( ) ( ) 2
 22 8662 IxxAxA +−−−= .
 c.) Să se determine x∈ pentru care AA 22 = . (M2 – bacalaureat 2009)
 Rezolvare: a.) ( ) { }42086013 2
 22
 2 ;Sxxx)Adet( =⇒=+−=⇔=−−== σσ
 b.) Scriind formula de recurenţă 021
 12 =+− ++ kkk AAA σσ , pentru 0=k , obţinem
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 022
 11
 2 =+− IAA σσ , 621 −== x)A(trσ , 8622 +−== xx)Adet(σ , de unde
 deducem că egalitatea: ( ) ( )2 222 6 6 8A x A x x I= − − − + .
 c.) Din egalitatea ( ) ( )2 21 2 2 20 det 0A A I A tr A A A Iσ σ− ⋅ + ⋅ = ⇔ − ⋅ + ⋅ = şi folosind
 AA 22 = , obţinem ( ) ( ) ( ) ( )( )22 22 8 6 8 0 4 2 2 0x A x x I x A x I− + − + = ⇔ − − + − = 4x⇒ =
 În cazul 3n = avem ( ) 3322111 aaaAtr ++==σ , ( ) 03 ≠= Adetσ unde ( ) ( )3ijA a K= ∈Μ
 iar 2221
 1211
 3331
 1311
 3332
 23222 aa
 aaaaaa
 aaaa
 ++=σ . Dezvoltând şi ţinând cont se faptul cǎ
 ( ) ( ) ( ) ( )233233213313223
 222122131132112
 211
 2 aaaaaaaaaaaaaaaAtr +⋅+⋅+⋅++⋅+⋅+⋅+=
 deducem cǎ ( ) ( )2 22
 12
 trA tr Aσ ⎡ ⎤= ⋅ −⎣ ⎦ . Obţinem formele particulare :
 ( ) ( )[ ] ( )( ) ( ) 021
 32223 =⋅−⋅−+⋅− IAdetAAtrAtrAAtrA ;
 ( ) [ ] [ ]3212
 3
 132
 231
 13
 3
 131 11 IAAAIAAA ⋅+−=⇔⋅+−
 −= −−−
 +− σσ
 σσσ
 σ şi
 031
 22
 13 =−+− +++ kkkk AAAA σσσ .
 Aplicaţie: Se consideră matricele ⎟⎟⎟
 ⎠
 ⎞
 ⎜⎜⎜
 ⎝
 ⎛=
 100010002
 A şi ⎟⎟⎟
 ⎠
 ⎞
 ⎜⎜⎜
 ⎝
 ⎛=
 100010001
 3I din ( )2M .
 a) Să se determine matricea 2A , unde AAA ⋅=2 . b) Să se demonstreze că 3 2
 34 5 2A A A I= − + .
 c) Să se determine Kp,n,m ∈ astfel încât 31 PInAmAA ++=− , unde 1−A este inversa
 matricei A . (M2 – bacalaureat 2009)
 Rezolvare: Avem: 4112 =++=)A(tr şi ( ) 02 ≠=Adet .
 a.) Prin calcul direct: ⎟⎟⎟
 ⎠
 ⎞
 ⎜⎜⎜
 ⎝
 ⎛=
 100010004
 2A ( ) ( )2 22
 14 1 1 6 4 6 52
 tr A σ⇒ = + + = ⇒ = ⋅ − = .
 b.) Atunci ( ) 02616214 3
 23 =−−+− IAAA 323 254 IAAA +−=⇔ ;
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 c) 52211002
 1002
 1001
 2221
 1211
 3331
 1311
 3332
 23222 =++=++=++=
 aaaa
 aaaa
 aaaa
 σ , atunci
 1 2 2 23 3 3
 1 1 44 55 2 5
 A A A I A A I mA nA pI− ⎡ ⎤= − + = − + = + +⎣ ⎦ , de unde: 21
 =m ; 54
 −=n ; 1=p .
 Bibliografie: Stan Chiriţă – “Aplicaţii practice în matematica elementară”
 Universitatea “Al. I. Cuza” Iaşi, Facultatea de Matematică, 2007
 Profesor, Grupul Şcolar Tehnic,
 Târgu Frumos, Iaşi
 Factorul „risc” în operaţiuni financiare
 Genoveva Sava Operaţiunile financiare pun în evidenţă în mod firesc conceptele de cerere şi ofertă de bani necesari diverselor activităţi economice. Avem astfel:
 plasamentul de fonduri financiare sub formă de depozite bancare şi altele plasamentul de fonduri financiare sub formă de credite şi altele.
 Plasamentele financiare au loc de obicei între doi parteneri P1 şi P2, fiecare dintre aceştia interesat să-şi maximizeze profitul. După cum ştim plasamentele bancare sub formă de depozite au loc cu o anumită dobândă (simplă sau compusă). Astfel dacă plasăm o sumă S, o perioadă de timp t cu un procent p , constant pe toată perioada de plasare t, suma revenită este (în regim de dobândă simplă):
 ( )1tS S pt= + . Dacă aceeaşi sumă este depusă în aceleaşi condiţii, dar cu o dobândă compusă,
 atunci suma revenită este: ( )1 ttS S p= + . Observăm că indiferent de modul în care a fost plasată
 suma, cu dobândă simplă sau compusă, suma finală este mai mare. Ca urmare, procentul p arată într-o oarecare măsură tendinţele unuia dintre cei doi parteneri P1 sau P2. Dacă presupunem că P1 plasează la P2 suma S sub formă de împrumut, atunci evident P1 îşi doreşte o dobândă mare, în timp ce P2 şi-ar dori o dobândă mică, dar ambii calculează după aceeaşi formulă. Dacă p1 = p1(S, t) şi p2 = p2(S, t) sunt cele două procente corespunzătoare intenţiilor celor doi parteneri, atunci prin intermediul sumei cuvenite avem:
 ( )1 11tS S p t= + sau ( )
 1 11 ttS S p= +
 şi ( )2 21tS S p t= + sau ( )
 2 21 ttS S p= +
 Se spune că plasamentul sumei S este reciproc avantajos pentru partenerii P1 şi P2 dacă 1 2
 1 2
 min maxt tp pS S= .
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 Determinarea procentului, în general, ca o soluţie reciproc avantajoasă, în particular, pentru cei doi parteneri este o problemă dificilă din punct de vedere matematic, dar şi din punct de vedere economic. Din punct de vedere economic dobânda trebuie:
 1. să acopere cheltuielile creditorului; 2. să asigure dezvoltarea creditorului; 3. să acopere eventualele pierderi prevăzute sau neprevăzute (ruină) al creditorului.
 În realitatea economică în care trăim toate cele trei componente din calculul dobânzii trebuie luate în considerare. Dacă procentul cu care se face plasarea este p şi îl ia în calcul doar acoperirea cheltuielilor, atunci pentru o unitate monetară plasată 1 an, obţinem: 11 . . 1anu m p⎯⎯⎯⎯→ + Acesta ar fi un plasament ideal. Să presupunem că din diverse motive economice, social – politice, externe sau interne sau de altă natură cunoscute sau necunoscute, moneda în care se face plasamentul se devalorizează anual cu un procent de α.
 Aceasta duce: 11
 1 . 11
 anp fără devalorizare
 u m p cu devalorizareα
 + −⎧⎪⎯⎯⎯⎯→ +⎨
 −⎪ +⎩
 Observăm acum că:
 1. dacă rata devalorizării pα < atunci valoarea finală obţinută 11
 pα
 ++
 > 1, deci există încă
 un oarecare profit. 2. dacă pα = , atunci profitul este 0.
 3. dacă pα > , atunci 11
 pα
 ++
 < 1, deci plasamentul este în pierdere.
 Dacă presupunem că devalorizarea ar fi controlată, deci ar putea fi luată în calcul, atunci plasarea unei unităţi monetare pe un an ar fi: ( ) ( )11 . 1 1anu m p α⎯⎯⎯⎯→ + ⋅ + , ceea ce duce la
 modificarea dobânzii de plasare: ( ) ( )1 1 1dp p α+ = + ⋅ + , unde pd este procentul de plasare ţinând cont de devalorizare. De cele mai multe ori devalorizarea monedei are două componente:
 • o componentă cunoscută şi controlată notată 1α • o componentă necunoscută, deci necontrolată notată 2α
 Astfel: ( )( )11
 2
 1 11 . .
 1an p
 u mα
 α+ +
 ⎯⎯⎯⎯→+
 .
 De remarcat este faptul că factorul necontrolat sau necontrolabil 21 α+ influenţează factorul controlat şi, implicit, ( )( )11 1p α+ + . O protejare în acest sens a partenerului P1 constă
 desigur dintr-o „indexare” suplimentară a factorului controlat ( )( )11 1p α+ + . În general, în condiţii de devalorizare galopantă (sau necontrolată), se ia măsura ca rata devalorizării α folosită în calculul dobânzii să fie mai mare decât rata de devalorizare controlată
 1α cu scopul de „a acoperi ceva” din devalorizarea necunoscută care ar putea să apară pe parcursul plasării (de ex. piaţa imobiliară).
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 În afara posibilităţilor de devalorizare, trebuie să se ia în calcul şi faptul că pot apărea diverse evenimente imprevizibile care ar putea chiar face ca anumite credite să nu poată fi rambursate niciodată (situaţii imprevizibile cu ar fi catastrofe naturale, război, schimbări politice violente care anulează angajamentele predescesorilor, crize financiare şi economice etc.). Pentru a-şi acoperi şi un astfel de risc, creditorul (partenerul P1) mai include încă un factor în calculul dobânzii - β (risc catastrofic).
 ( )( )( )11 . 1 1 1anu m p α β⎯⎯⎯⎯→ + + + . Se pune în mod firesc întrebarea dacă este necesară includerea celor doi coeficienţi α şi β în calculul dobânzii anuale. Chiar dacă aceşti doi factori sunt greu de măsurat şi de prevăzut este necesar ca ei să fie luaţi în calcul. Această afirmaţie poate fi întărită de un paradox al plasării în regim de dobândă compusă pe care l-am putea numi „paradox al descreşterii prin creştere” sau „paradox al ruinării prin înbogăţire”. După formula de la dobânda compusă suma plasată creşte exponenţial în raport cu timpul, ceea ce ar putea asigura teoretic o sumă fabuloasă pe o perioadă de timp suficient de mare sau pentru o plasare pe termen lung. Dacă creditorul nu ia în calcul riscurile reprezentate de devalorizare, riscul catastrofic etc., atunci suma ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1t t t tt
 pS S p S p α β⎯⎯→ + < + + + , iar valoarea reală la sfârşitul perioadei
 t este de fapt: ( )( ) ( )
 ( )11
 1 1
 tt
 t t
 pS S i
 α β
 +< +
 + +.
 Prin urmare se poate observa că în loc de îmbogăţire apare ruina.
 Profesor, Grup Şcolar Vlădeni,
 Iaşi
 *** Zâmbetul Ştiinţei
 În aceastǎ rubricǎ vom trece sumar în revistă câteva anecdote semnificative şi amintiri din viaţa celor mai de frunte matematicieni.
 . .∗ ∗ ∗ Isaac Newton(1642-1727) era timid în public. Îi venea greu să se exprime în faţa mulţimii. Ca membru al parlamentului francez nu a luat decât o singură dată cuvântul. Membrii parlamentului se aşteptau la gânduri superioare tâşnite din mintea lui Newton. El însă a cerut ... "să se închidă o fereastră că-i curent şi îl trage"! Apoi s-a aşezat pe scaun. Poţi fi deci genial matematician şi inexistent ca orator. Cu numele lui Newton se pot forma următoarele anagrame în limba engleză: not new (nu-i nou), went on (merse înainte). În anagramă s-a şi spus: nu-i nouă teoria atracţiei universale, ceea ce, bineînţeles, nu era adevărat. În schimb, "a mers înainte" cu paşi gigantici .
 Culeasǎ de Neicu Mara
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 VIAŢA MATEMATICĂ ZONALĂ
 Această rubrică conţine în acest număr informaţii despre: • concursul de creaţie a revistei “Micii MATEMATICIENI” denumit
 “ Cea mai frumoasă problemă” , ediţia a III a - februarie 2010 ; • concursul “Micii MATEMATICIENI” , ediţia a IV a din 21 martie 2009 ; • subiecte date la “ Testarea elevilor “ de clasa a IV a în vederea înscrierii în clasa a V a ; • proiectul educaţional “SUPER MATE” în anul şcolar 2008-2009;
 Concursul de creaţie matematică “Cea mai frumoasă problemă”
 te invită să îţi pui la încercare intuiţia, perspicacitatea , creativitatea în conceperea de probleme originale. Acum ai ocazia să propui şi tu probleme, nu numai să rezolvi problemele propuse de alţii. Aşadar, este o invitaţie la efort, care va fi încununată de satisfacţii pe măsură, pentru acei elevi care au înţeles că matematica nu înseamnă numai probleme “încruntate” de calcul, mai mult sau mai puţin asemănătoare, ci înseamnă creativitate, imaginaţie, efort de gândire, toate grefate pe o solidă pregătire teoretică. Au răspuns invitaţiei în anul 2010 următorii elevi:
 Buzilǎ Andreea ( clasa a VIII a → o problemǎ) →Lic. Teoretic “Ştefan cel Mare”,Hîrlǎu; Ene Cristina ( clasa a VII a→7 probleme)→Colegiul Naţional “Fraţii Buzeşti”,Craiova; Ivǎnuţǎ Andreea Simona ( clasa a VIII a → 5 probleme)→Lic. Teoretic “Ştefan cel Mare”; Jitariu Adina Diana ( clasa a VIII a → 2 probleme) →Liceul Teoretic “Ştefan cel Mare”; Pletan Denisa Elena( clasa a VIII a → 2 probleme) →Liceul Teoretic “Ştefan cel Mare”; Vîrlan Leonard ( clasa a V a→5 probleme) →Liceul Teoretic “Tudor Arghezi”, Craiova.
 Câştigătorii ediţiei a III a concursului de creaţie matematică sunt elevii : Premiul I (40 RON)
 Pletan Denisa Elena, Liceul Teoretic “Ştefan cel Mare”; Menţiuni(15 RON) :
 Leonard Vîrlan, elev, Lic. . “Tudor Arghezi”, Craiova Ene Cristina , Colegiul Naţional “Fraţii Buzeşti”,Craiova; Ivǎnuţǎ Andreea Simona , Lic. Teoretic “Ştefan cel Mare”;
 Felicitări ! Premiile se vor înmâna la festivitatea de premiere a concursului “Micii matematicieni” din 21 martie 2009.
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 Concursul “Micii matematicieni”
 Ediţia a IV a, 21 martie 2009
 În ziua de 21 martie 2009, s-a desfǎşurat la Hîrlǎu a IV a ediţie a concursului “Micii matematicieni” organizat de Liceul Teoretic “Ştefan cel Mare”, Hîrlău în parteneriat cu Inspectoratul Şcolar Judeţean, Iaşi şi Asociaţia “Recreaţii matematice”, Iaşi . Acest concurs s-a nǎscut din dorinţa de a veni în sprijinul acelor elevi care manifestǎ aptitudini pentru matematicǎ, disponibilitate pentru muncǎ şi dorinţǎ pentru a se înscrie într-o competiţie deschisǎ ce vizeazǎ performanţa. Ne face o deosebită plăcere să menţionǎm prezenţa unor invitaţi importanţi din judeţ, îndrumători activi pentru multe generaţii de elevi şi studenţi:
 Prof. Dr. Temistocle Bârsan, Universitatea Tehnica “Gh. Asachi”, Iaşi Prof. Dr.Constantin Cǎlin , Universitatea Tehnica “Gh. Asachi”, Iaşi Prof. Mihai Haivas, Institutul de Cercetări Economice „Gheorghe Zane” Iaşi Asistent universitar Marius Turnea, Universitatea de medicinǎ “Gr. T. Popa”, Iaşi Prof. Constantin Chirilă, Director al Liceului “Garabet Ibrǎileanu”, Iaşi
 Organizatorii cu sprijinul sponsorilor au oferit premii în bani şi diplome tuturor câştigǎtorilor concursului. Este o datorie de onoare sǎ mulţumesc pe aceastǎ cale sponsorilor celei de a patra ediţii a concursului „Micii matematicieni” :
 ASOCIAŢIA PĂRINŢILOR „ŞTEFAN CEL MARE”, HÂRLĂU; CONSILIUL LOCAL AL ORAŞULUI HÎRLĂU; PRIMĂRIA ORAŞULUI HÎRLĂU; S.C. COTNARI S.A. ; B.C.R. IAŞI, Agenţia HÎRLĂU; C.M.I. Dr. STELA NEICU; S.C. BEST COLOR S.R.L.
 şi contăm în continuare de sprijinul lor. Prin participarea a 294 elevi din cel puţin 21 de unităţi şcolare din judeţ se poate spune că am încheiat cu un real succes a patra ediţie a concursului. Aşteptăm cu interes profesorii şi învăţătorii care doresc să se implice în buna organizare a ediţiei a V a din 20 martie 2010 şi să ne contacteze . Vă mulţumim anticipat pentru participare . Prezentǎm în continuare lista premianţilor şi subiectele propuse spre rezolvare.
 Rezultatele concursului „Micii matematicieni”,
 ediţia a IV a, Hîrlău, 21 martie 2009
 Cls Nume si prenume Şcoala de provenienţǎ Profesorul îndrumǎtor
 Puncte
 Pre-miul
 III Cornei Maria Lic.”M. Costin”, Paşcani Carmen Pasat 60 I III Ciolac Bogdan Lic.”M. Costin”, Paşcani Sandina Toma 49 II III Mihalcut Sorin Şcoala Hǎlǎuşeşti Neculaes Junca 45 III III Vavilov Andrei Şc.”I. Creangǎ”,Tg.Frumos Mihaela Mihoc 45 III
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 III Cotnarianu Alexandru Şc.”P.Rareş”, Hîrlǎu Mirela Munteanu 42 M III Habdulea Gabriel Şc.”P.Rareş”, Hîrlǎu Luminiţa Muşei 42 M III Ion Nela Lic.”M. Costin”, Paşcani Sandina Toma 42 M III Nechifor Denis Lic.”M. Costin”, Paşcani Anica Nechifor 42 M III Buzatu Andreea Şcoala nr .1 Todireşti Iuliana Agape 40 M III Clopotel Marian Şcoala Hǎlǎuşeşti Silvia Mirt 40 M III Gurgu Bogdan Şcoala Hǎlǎuşeşti Silvia Mirt 40 M III Simion Lorena Lic.”M. Costin”, Paşcani Ecaterina Alecsa 40 M III Tehaniuc Teona Lic.”M. Costin”, Paşcani Carmen Pasat 40 M III Velniceru Iulian Şc.”I. Creangǎ”,Tg.Frumos Mihaela Mihoc 40 M III Bârzu Antonia Şc.”P.Rareş”, Hîrlǎu Emilia Oprea 39 M III Ciobanu Laura Şc.”P.Rareş”, Hîrlǎu Maria Creţu 39 M III Boboc Petru Lic.”M. Costin”, Paşcani Ecaterina Alecsa 38 M III Munteanu Claudia Şc.”P.Rareş”, Hîrlǎu Emilia Oprea 37 M III Vrabie Mǎdǎlina Lic.”M. Costin”, Paşcani Anica Nechifor 37 M III Amarei George Lic.”M. Costin”, Paşcani Anica Nechifor 35 M III Burlacu Ana-Maria Lic.”M. Costin”, Paşcani Anica Nechifor 35 M III Puhǎ Alexandru Şc.”P.Rareş”, Hîrlǎu Maria Creţu 35 M III Cojocaru Cosmin Şc.”P.Rareş”, Hîrlǎu Emilia Oprea 34 M III Luchian Alin Lic.”M. Costin”, Paşcani Ecaterina Alecsa 34 M III Matei Teodora Şc.”P.Rareş”, Hîrlǎu Emilia Oprea 34 M III Bejan Marian Şcoala Hǎlǎuşeşti Neculaes Junca 32 M III Cîrjan Cosmin Şcoala Scobinţi Tatiana Pavel 32 M III Nastasa Georgiana Şc.”P.Rareş”, Hîrlǎu Emilia Oprea 32 M III Petraş Iolanda Şc.”P.Rareş”, Hîrlǎu Emilia Oprea 31 M IV Burdulea Ioana Lic.”B. Vodǎ”,Hǎlǎuşeşti Nadia Grozavu 56 I IV Iuga Denis Şc.“I. Cantacuzino”Paşcani Aurora Soaica 56 I IV Ciubotaru Adina Maria Şc.“I. Cantacuzino”Paşcani Aurora Soaica 56 I IV Gavril Dragoş Şc.“I. Cantacuzino”Paşcani Aurora Soaica 52 II IV Cojocaru Elisabeta Şc.”P.Rareş”, Hîrlǎu Mariana Dîrvariu 50 III IV Costea Şerban Şc.“I. Cantacuzino”Paşcani Aurora Soaica 50 III IV Dolhescu Alexandru Şc.”P.Rareş”, Hîrlǎu Mariana Chelaru 50 III IV Strachinaru Alin Lic.”M. Costin”, Paşcani Margareta Bercea 49 M IV Budeanu Alin Lic.”M. Costin”, Paşcani Voica Filip 48,5 M IV Popescu Flavius Petru S.A.M.”N.Iorga”Paşcani Vasile Mândru 48,5 M IV Laiu D. Maria Şc. “N.Iorga” Buhalniţa Maria Constantinescu 48 M IV Baba Alexandru Lic.”M. Costin”, Paşcani Margareta Bercea 46 M IV Grigoriu Maria Gabriela Şc.“I. Cantacuzino”Paşcani Aurora Soaica 46 M IV Simon Sebastian Lic.”M. Costin”, Paşcani Margareta Bercea 43 M IV Ştefǎnucǎ Gabriel Şc.”P.Rareş”, Hîrlǎu Gabriela Agafiţei 43 M IV Puiu Vlad Şc.”P.Rareş”, Hîrlǎu Gabriela Agafiţei 42,5 M IV Vencu Cǎtǎlin Mihai Şc.“I. Cantacuzino”Paşcani Aurora Soaica 42 M IV Petrilǎ Ozana Lic.”B. Vodǎ”,Hǎlǎuşeşti Nadia Grozavu 40,5 M IV Cozma Roxana Şc.”P.Rareş”, Hîrlǎu Gabriela Agafiţei 40 M IV Filos Gabriel Lic.”M. Costin”, Paşcani Voica Filip 40 M IV Agheorghiesei Tudor Şc.”P.Rareş”, Hîrlǎu Mariana Dîrvariu 39 M IV Pricop Adelin Şc.”P.Rareş”, Hîrlǎu Mariana Dîrvariu 37 M IV Matei Alin Şc.”P.Rareş”, Hîrlǎu Mariana Dîrvariu 35,5 M IV Bǎcicǎ Florin Şc. Pîrcovaci, Hîrlǎu Andreea Barnea 35 M
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 IV Matei Medeea Şc.”P.Rareş”, Hîrlǎu Mariana Dîrvariu 35 M IV Cherşan Andrei Şc.”I. Creangǎ”,Tg.Frumos Mariana Grǎunte 31,5 M IV Amarei Claudia Lic.”M. Costin”, Paşcani Voica Filip 31 M IV Caprian Andreea Şc.”I. Creangǎ”,Tg.Frumos Cristina Mititelu 31 M IV Cimpoi Oana Şc.”P.Rareş”, Hîrlǎu Tereza Ruginǎ 31 M IV Citia Bianca S.A.M.”N.Iorga”Paşcani Vasile Mândru 31 M IV Neculau Silviu Şc.”P.Rareş”, Hîrlǎu Tereza Ruginǎ 31 M IV Cracea Petronela-Luiza Şc. Pîrcovaci, Hîrlǎu Andreea Barnea 30,5 M IV Pîrvu Diana Şc.”P.Rareş”, Hîrlǎu Tereza Ruginǎ 30,5 M IV Dulhan Delia Şc.”P.Rareş”, Hîrlǎu Gabriela Agafiţei 30 M V Bobîrnǎ Costin Petru Lic.”Şt.cel Mare”Hîrlǎu Ioan Sǎcǎleanu 50 I V Ciubotaru Raluca Iuliana Lic.”Şt.cel Mare”Hîrlǎu Ioan Sǎcǎleanu 33 II V Rusu Andrei Sebastian Lic.”I.Neculce” Tg.Frumos Mihaela Turnea 30 III V Pǎvǎloiu Cristian Şc.“I. Cantacuzino”Paşcani Ana Spiridon 29 M V Murariu Maria Lic.”Şt.cel Mare”Hîrlǎu Ioan Sǎcǎleanu 28 M V Ruginǎ Rareş Teodor Lic.”Şt.cel Mare”Hîrlǎu Ioan Sǎcǎleanu 27 M V Şerban Roberta Andreea C.N.”M.Sadoveanu”Paşcani Mihai Crǎciun 26 M V Cotiugǎ Ştefan Şc.”P.Rareş”, Hîrlǎu Petronela Ciobanu 25 M V Ancuţa Ştefana C.N.”M.Sadoveanu”Paşcani Vasile Pricop 21 M VI Chiuariu Traian C.N.”M.Sadoveanu”Paşcani Ionica Marcovschi 45,25 I VI Mititelu Melissa Florina Lic.”Şt.cel Mare”Hîrlǎu Ioan Sǎcǎleanu 36,25 II VI Neicu Mara Lic.”Şt.cel Mare”Hîrlǎu Ioan Sǎcǎleanu 34,25 III VI Huţanu Mǎdǎlina Georgiana Lic.”Şt.cel Mare”Hîrlǎu Ioan Sǎcǎleanu 32,50 M VI Frunzǎ Cristian Şc.“I. Cantacuzino”Paşcani Ana Spiridon 31,75 M VI Lupu Andrei Şc.“I. Cantacuzino”Paşcani Anişoara Miron 29,75 M VI Cǎlinescu Ana Ioana Lic.”Şt.cel Mare”Hîrlǎu Ioan Sǎcǎleanu 29,00 M VI Loghin Bianca Lic.”Şt.cel Mare”Hîrlǎu Ioan Sǎcǎleanu 27,25 M VI Pleşcuţǎ Simona C.N.”M.Sadoveanu”Paşcani Vasile Pleşcan 24,50 M VI Lazǎr Andra Ştefana Lic.”I.Neculce” Tg.Frumos Laurenţa Doca 23,75 M VI Poruşniuc Andrei Nicolae Lic.”Şt.cel Mare”Hîrlǎu Ioan Sǎcǎleanu 23,00 M VI Burdea Laura C.N. de Artǎ”O. Bǎncilǎ”Iaşi Narcisa Paşa 22,00 M VII Asofiei Florina Cosmina C.N.”M.Sadoveanu”Paşcani Mariana Pleşcan 27 I VII Ivǎnuţǎ Andreea Simona Lic.”Şt.cel Mare”Hîrlǎu Ioan Sǎcǎleanu 24 II VII Pintilii Alina Sînzîiana Lic.”Şt.cel Mare”Hîrlǎu Ioan Sǎcǎleanu 23 III VII Maftei Simona Şc.”P.Rareş”, Hîrlǎu Ioan Rǎu ţu 20 M VIII Ungureanu Cristina Diana Şc.“I. Cantacuzino”Paşcani Ana Spiridon 40 I VIII Prigoreanu Gabriel Lic.”Şt.cel Mare”Hîrlǎu Gheorghe Oancea 32 II VIII Ştefǎnescu Alexandru Marian Lic.”Şt.cel Mare”Hîrlǎu Gheorghe Oancea 32 II VIII Pǎdurariu Constantin Cristian Lic.”I.Neculce” Tg.Frumos Laurenţa Doca 31 III VIII Bucur-Brânzǎ Bianca Ioana Lic.”Şt.cel Mare”Hîrlǎu Gheorghe Oancea 29 M VIII Buzemurgǎ Mihaela Lic.”Şt.cel Mare”Hîrlǎu Gheorghe Oancea 25 M VIII Scripcariu Rǎzvan Lic.”Şt.cel Mare”Hîrlǎu Gheorghe Oancea 25 M VIII Plǎcintǎ Elisa Cristiana Lic.”I.Neculce” Tg.Frumos Laurenţa Doca 23 M VIII Roman Codrin Paul Lic.”Şt.cel Mare”Hîrlǎu Gheorghe Oancea 23 M VIII Luceac Mǎdǎlina Elena Lic.”Şt.cel Mare”Hîrlǎu Gheorghe Oancea 21 M VIII Petraru Alexandra Lic.”Şt.cel Mare”Hîrlǎu Gheorghe Oancea 21 M
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 Probleme de concurs. Bareme de corectare
 „Micii matematicieni”, ediţia a IV a, 21 martie 2009
 Clasa a III a : Enunţuri I (20 p) :
 1) Se dă exerciţiul : 5 4 : 2 8 2 .× + − Aşezaţi corespunzător paranteze pentru a obţine rezultatul a) 40 ; b) 16 ; c) 48 .
 2) În trei şcoli sunt 2350 elevi. Câţi elevi sunt în fiecare şcoală , dacă în prima şi a doua şcoală sunt 1787 de elevi , iar în a doua şi a treia şcoală sunt 1569 elevi. II (20 p) : 1) Găsiţi trei numere naturale a căror sumă să fie 10, iar produsul 20 . 2) Aflaţi toate numerele impare de trei cifre în care cifra zecilor este 9, iar suma dintre cifra
 sutelor, cifra zecilor şi cifra unităţilor este 23. III (20 p) : Fie trei numere naturale : a, b şi c. Diferenţa primelor două numere este egală cu
 suma ultimelor două numere, adică 18. Aflaţi cele trei numere ştiind că primul este de două ori mai mic decât încincitul celui de al doilea. Soluţii.Barem de corectare I 1) ( ) ( )5 4 : 2 8 2 5 2 6 5 8 40× + − = × + = × = (3p) ( )5 4 : 2 8 2 5 2 6 10 6 16× + − = × + = + = (3p)
 ( ) ( )5 4 : 2 8 2 5 2 8 2 5 10 2 50 2 48× + − = × + − = × − = − = (4p) 2) Notǎm cu a, b, c numǎrul elevilor din prima, a doua, respectiv a treia şcoalǎ .Se pot scrie egalitǎţile 2350a b c+ + = ; 1787a b+ = şi 1569b c+ = . Înlocuind suma 1569b c+ = . Avem
 1569 2350a + = 2350 1569 781a⇒ = − = , numǎrul elevilor din prima şcoalǎ (3p) . Înlocuind suma 1787a b+ = în prima1787 2350 2350 1787 563c c+ = ⇒ = − = , numǎrul elevilor din a 3 a şcoalǎ (3p). Numǎrul elevilor din a doua : 1787 781 1006b = − = sau 1569 563 1006b = − = (4p). II 1) Avem descompunerile: 20 1 2 10 1 4 5 2 2 5= × × = × × = × × . Sumele celor trei factori ai
 descompunerilor sunt 13, 10 , 9. Gǎsim cǎ cele trei numere cǎutate sunt 1, 4, 5 . (5p) 2) Fie 9s u 9 23 14s u s u⇒ + + = ⇒ + = şi u cifrǎ imparǎ.Dacǎ 9 5 599u s= ⇒ = ⇒ (5p). Dacǎ 7 7 797u s= ⇒ = ⇒ (5p). Dacǎ 5 9 995u s= ⇒ = ⇒ (5p). III Reprezentarea graficǎ corectǎ sau scrierea relaţiilor (10p).Avem: 5 : 2 2 5a b a b= × ⇒ × = × şi 18a b b c− = + = .Din egalitatea 18 2 2 36 5 2 36 3 36a b a b b b b− = ⇒ × − × = ⇒ × − × = ⇒ × =
 12b⇒ = (4p). Aflarea numǎrului 18 30a b= + = (3p). Gǎsirea numǎrului 18 6c b= − = (3p). Clasa a IV a : Enunţuri I (20 p) : Spunem că un număr este factorial dacă el se poate scrie ca produs de cel puţin
 două numere consecutive. Să se stabilească dacă este număr factorial valoarea numărului “a ” din egalitatea : (45 : 5 10 2 14) 5 : (7 4 21: 7) 13 23 729a+ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ + ⋅ = . II (20 p) : Trei şoricei harnici îşi numără boabele de porumb şi constată că, dacă ar avea de 3
 ori mai multe boabe faţă de câte au numărul lor ar fi 192; dacă primul ar mai avea un grăunte, al
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 doilea cu două mai puţin, iar ultimul de 3 ori mai multe, atunci fiecare s-ar lăuda cu acelaşi număr de boabe. Câte boabe a adunat fiecare şoricel ? III (20 p) :
 a) Cei şase cântăreţi ai trupei RBD au vârste diferite, de cel puţin 26 ani şi cel mult 31 ani. În funcţie de vârstele lor se ştie că Dulce este cea mai mică ; Anahi cea mai mare ; Christofer se află lângă Dulce şi nu se află lângă Maite sau Christian şi că Alfonsa se află între doi băieţi, să se afle vârsta fiecărui cântăreţ. b) Un copil se consideră că este preşcolar dacă are vârsta de nici mai puţin de 3 ani şi nici mai mult de 6 ani. Doamna educatoare alege un grup de copii şi constată că diferenţele de ani dintre cei aleşi sunt numere consecutive. Să se afle câţi copii sunt în grup şi care sunt vârstele lor. Soluţii.Barem de corectare I ( ) ( )9 20 14 5 : 28 3 13 23 729 15 5 : 25 13 23 729a a+ − ⋅ − ⋅ + ⋅ = ⇒ ⋅ ⋅ + ⋅ = ⇒ 3 13 23 729a⋅ + ⋅ =
 39 23 729 23 729 39 23 690a a a⇒ + ⋅ = ⇒ ⋅ = − ⇒ ⋅ = (12x1p=12p) Deci 690 : 23 30a = = (3p). Deoarece30 5 6= ⋅ şi factorii sunt numere consecutive rezultǎ a este „factorial” (5p). II Notăm cu a , b, c numărul de boabe adunate de fiecare şoricel. Împreună cei trei şoricei au
 192 : 3 64a b c+ + = = boabe (2p). Reprezentarea graficǎ sau 1 2 3a b c+ = − = ⋅ rezultă că 3 1a c= ⋅ − şi 3 2b c= ⋅ + (8p). Înlocuind în sumă : 3 1 3 2 64c c c⋅ − + ⋅ + + = 7 1 64c⇔ ⋅ + =
 9c⇔ = boabe (4p). Obţinem 3 9 2 29b = ⋅ + = (3p) şi 3 9 1 26a = ⋅ − = grăunţe (3p). III a) Dulce are 26 ani fiind cea mai mică (2p), iar Christofer de 27 ani fiind lângă ea (2p).
 Cum Christofer nu se se află lângă Maite sau Christian, atunci Alfonsa are 28 ani (2p). Christian are 29 ani deoarece Alfonsa se află între doi băieţi (2p).. Maite are 30 ani (2p)., iar Anahi, care este cea mai mare, 31 ani (2p). b) În grup nu pot fi 2 copii de aceeaşi vârstă, căci diferenţele lor cu un al treilea ar fi egale şi nu ar mai fi consecutive. Deci un grup are cel puţin 3 copii. Deoarece diferenţa dintre cel mai mare şi cel mai mic din grup este egală cu diferenţa dintre cel mai mare şi cel mai mic preşcolar, adică 3 rezultă că grupul are exact 3 copii şi vârstele lor sunt de forma , 1 , 3a a a+ + sau
 , 2 , 3 .a a a+ + Obţinem vârstele de 3 , 4 şi 6 ani (4p) sau de 3 , 5 şi 6 ani(4p). Clasa a V a : Enunţuri I (20 p):
 1. Să se afle numerele naturale a şi b care verifică relaţiile : ( ){ }2 0 20092 3 2 2 : 5 103 3 1 8a⎡ ⎤− ⋅ − + ⋅ − =⎣ ⎦ şi ( )7 3 5 15 :10 2b− ⋅ + >⎡ ⎤⎣ ⎦
 2. Ştiind că x+y =8 și 3x+2z=19 să se calculeze 9x+3y+4z.
 3. Fie { }/ , 3A x x x par= ∈ , { }*5/ ,7B x x x= ∈ ∈Μ * 2: 1
 7xC x +⎧ ⎫= ∈ <⎨ ⎬
 ⎩ ⎭
 a) Determinaţi elementele mulţimilor. b) Calculţi: ( ) ( ), ,A B A C A B B C∪ ∩ − ∪ − .
 II (20 p) : a) Fie numǎrul 1 2 3 ... 2009A n= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + , unde 15n ≥ . Aflaţi restul împărţirii lui A la 125. b) Dacă 101101m = , calculaţi 909101 9+ în funcție de m.
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 III (20 p) : Fie a, b, c trei numere naturale care împărţite pe rând la 2009 dau resturile 1935,
 700 şi 800. Să se determine restul împărţirii numărului 3 5a b c+ + la 2009. Soluţii.Barem de corectare I a) Avem ( ){ }2 02 3 2 2 : 5 103 3a⎡ ⎤− ⋅ − + =⎣ ⎦ (1p) ,de unde ( ) 22 3 2 2 10a⎡ ⎤− ⋅ − =⎣ ⎦ (1p). Rezultǎ
 ( )2 3 7a − = (1p) ⇔ 5a = (1p). Inegalitatea devine ( )7 3 5 5b− ⋅ > (1p) ( )7 3 1b⇔ − > (1p). De
 unde 3 6 2b b< ⇔ < ⇔ { }0,1b∈ (2p).
 b) Avem ( )3 3 3 3 8 24x y x y+ = + = ⋅ = (2p) şi ( )2 3 2 6 4 2 19 38x z x z+ = + = ⋅ = (2p). Deducem
 ( ) ( )9 3 4 3 2 3 2 24 38 62x y z x y x z+ + = + + + = + = (1p).
 c) Gǎsim mulţimile { }0, 2, 4,6,8A = (1p), { }5B = (1p) şi { }1, 2,3, 4C = (1p). Determinǎm
 { }0, 2, 4,5,6,8A B =∪ (1p), { }2, 4A C =∩ (1p) şi ( ) ( ) { }\ \ 0, 2, 4,5,6,8A B B C =∪ (2p).
 II a) Deoarece factorul 5 se aflǎ cel puţin în 5, 10 şi 15 rezultǎ cǎ 1 2 3... , 15n cu n⋅ ⋅ ≥ este divizibil cu 35 125= (5p). Restul împǎrţirii lui a la 125 este egal cu restul împărţirii lui 2009 la 125 (5p). Gǎsim restul 9r = (3p). b) Avem909 9 101= ⋅ (2p) ⇒ ( )9999 101101 101= (4p). Finalizarea 909 9101 9m= + (1p).
 III Avem relaţiile 2009 1935a x= + (2p) 2009 700b y= + (2p) şi 2009 800c z= + (2p). Atunci ( )3 5 2009 3 5 8035a b c x y z+ + = + + + (7p). Cum 8035 2009 3 2008= ⋅ + (4p) rezultǎ cǎ restul cǎutat este 2008 (3p). Clasa a VI a : Enunţuri I (20 p) :
 a) Determinaţi mulţimile 15/2 1
 A x Nx
 ⎧ ⎫= ∈ ∈⎨ ⎬−⎩ ⎭, și 6 5/
 3 2xB x Nx+⎧ ⎫= ∈ ∈⎨ ⎬−⎩ ⎭
 şi efectuaţi
 A B∪ , , -A B A B∩ .
 b) Fie *, ,a b c∈ astfel încât 9 2 aa b c= = . Arătaţi că 4c ab+ este pătrat perfect.
 c) Raportul dintre complementul şi suplimentul unui unghi este 716
 . Aflaţi măsura unghiului.
 II (20 p) : Să se determine numerele raţionale , ,a b c , numerele naturale pare k şi numerele natural n care satisfac condiţiile:
 12a b c+ + = şi 1 2 31 2
 ak bk ck na k b k c k+ + +
 = = =+ + + + +
 .
 III (20 p) : Se dau semidreptele [ ,[ ,[ ,[OA OB OC OD astfel încât [OB și [OC sunt interioarele
 unghiurilor AOC şi respectiv BOD şi [ ,[ ,[OM ON OP sunt bisectoarele unghiurilor ,AOB BOC
 şi respectiv COD . (Punctele , ,B C D sunt de aceeaşi parte a dreptei OA )
 a) Arătaţi că : ( ) ( ) ( ) ( )m AOC m BOD m AOD m BOC+ = + .
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 b) Dacă AOB COD≡ , arătaţi că AOC BOD≡ . c) Dacă [ON este şi bisectoarea unghiului MOP , dovediţi că AOB COD≡ .
 Soluţii.Barem de corectare
 I a) Din { }1515 2 1 1,3,5,15
 2 1x D
 x∈ ⇔ − ∈ =
 −(1p) ⇒ { } { }2 2, 4,6,16 1, 2,3,8x A∈ ⇒ = (2,5p).
 Din { }96 5 6 4 9 92 3 2 1,3,93 2 3 2 3 2
 x x x Dx x x+ − +
 ∈ ⇒ ∈ ⇒ + ∈ ⇒ − ∈ =− − −
 (1,5p). Rezultǎ cǎ
 { } { }5 113 3,5,11 1, , 13 3
 x x B⎧ ⎫∈ ⇒ ∈ ⇒ =⎨ ⎬⎩ ⎭
 (2p) { } { } { }1, 2,3,8 , 1 , \ 2,3,8A B A B A B∪ = ∩ = = (3p).
 b) Din 9 29 2
 a a b c ta b c a= = ⇔ = = = (1p) 29 , 2 , 9a t b t c at t⇒ = = = = (3p). Prin urmare
 2 24 9 4 9 2 (9 )c ab t t t t+ = + ⋅ ⋅ = (2p).
 c) Notând cu x mǎsura unghiului. Obţinem 90 7 16(90 ) 7(180 )180 16
 x x xx
 −= ⇒ − = −
 − , de unde
 1440 16 1260 7x x⇒ − = − (3p). Atunci9 180 20ox x= ⇒ = (1p).
 II Avem 1 2 2 ( ) 6 12 6 4 21 2 12 3 3 12 3 3 5
 ak bk ck a b c k k kna k b k c k k k k+ + + + + + + +
 = = = = = =+ + + + + + + + + +
 (4p).
 Din ipoteză 4 25
 kk+
 ∈+
 (3p). Deoarece 4 2 4( 5) 1845 5 5
 k kk k k+ +
 = = − ∈+ + +
 (4p). Cum k ∈
 { }5 6,9,18k⇒ + ∈ (3p). Cum k este par 5k⇒ + impar 5 9 4 2k k n⇒ + = ⇒ = ⇒ = (3p).
 Apoi din 4 1 7 92 , 4,4 2 2
 a a b ca+
 = ⇒ = = =+
 (3p).
 III Realizarea figurii (1p). a) Avem ( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( )m AOC m BOD m AOB m BOC m COD+ = + ⋅ + (2p) şi
 ( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( )m AOD m BOC m AOB m BOC m DOC+ = + ⋅ + (2p), de unde concluzia.
 O
 A
 D
 M
 B
 N
 C
 P
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 b) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )m AOB m COD m AOB m COB m COD m COB= ⇒ + = + ⇒ AOC BOD≡ (2,5p)
 c) Din [ON bisectoarea BOC şi MOP mMON mNOP⇒ ≡ (2,5p) şi ( ) ( )m BON m NOC= (2,5p)
 Adunând cele douǎ congruenţe ( ) ( )m MOB m COP⇒ = (2,5p). Dar 1( ) ( )2
 m MOB m AOB= şi
 1( ) ( )2
 m COP m COD= (2,5p) AOB COD⇒ ≡ (2,5p).
 Clasa a VII a : Enunţuri I (20 p) : Se consideră numerele :
 1 1 11 ...2 3 3983
 a = + + + + şi 1 2 39821 ...2 3 3983
 b = + + + +
 a) Să se arate că a b< şi apoi, să se calculeze media lor aritmetică. b) Demostraţi că 2a b ab+ ≥ ⋅ c) Să se arate că 21992a b⋅ <
 II (20 p) : Fie ABCD un paralelogram şi punctele ( ), ( )M AD N BM∈ ∈ astfel încât
 ,a bAM AD BN BMb c
 = ⋅ = ⋅ .
 a) Dacă A, N, C sunt coliniare atunci a b c+ = . b) Dacă a b c+ = atunci A, N, C coliniare.
 III (20 p) : Un număr natural se numeşte ”bun” dacă poate fi scris atât ca suma a două numere naturale consecutive, cât şi ca suma a trei numere naturale consecutive. Arătaţi : a) Numǎrul 2007 este „bun”, iar 2009 nu este numǎr „bun”. b) Produsul a două numere „bune” este numǎr „bun” . c) Dacă produsul a două numere este „bun” atunci cel puţin unul dintre ele este „bun„. Soluţii.Barem de corectare
 I a) Se observǎ cǎ 1 2 1 3 1 3982; ;....;3 3 4 4 3983 3983< < < a b⇒ < (3p) . Avem
 2aa bm +
 = (2p) şi cum
 ( ) 1 1 1 2 1 39821 1 ... 2 1 3982 39842 2 3 3 3983 3983
 a b ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ = + + + + + + + + = + ⋅ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 ⇒ 1992am = (3p).
 b) Avem 2a b ab+ ≥ ⋅ ( )2 4a b ab⇔ + ≥ (3p) 2 22 4a ab b ab⇔ + + ≥ ( ) ( )2 0a b A⇔ − ≥ (3p).
 c)Din 2a b ab+ ≥ ⋅ 2
 2a bab +⎛ ⎞⇒ < ⎜ ⎟
 ⎝ ⎠(3p) 2 21992aab m ab⇒ < ⇒ < (3p).
 II Realizarea figurii geometrice (2p). Din ABCD paralelogram rezultǎ AM AM aBC AD b
 = = .
 Avem BN b BN bBM c MN c b
 = ⇒ =−
 .(2p)
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 a) Dacǎ A, N, C coliniare rezultǎ cǎ AMN CBN∼ (2p) AM MNBC BN
 ⇒ =a c bb b
 −⇒ = (2p) , de
 unde ( )finalizare c a b= + (2p).
 b) Notǎm { }AC BM S=∩ .Dacǎ c a b= + ⇒BN bBM a b
 =+
 .Din . . .T f a
 BC AM ASM CSB⇒ ∼ (2p)
 AM SM a SMBC SB b SB
 ⇒ = ⇒ = ⇒b BS
 a b BM=
 +(3p) . Deci BS BN N S
 BM BM= ⇒ = (3p). Cum A, S, C
 sunt coliniare rezultǎ cǎ A N C− − coliniare (2p). III a) Fie x un numǎr “bun”. Rezultǎ cǎ ( )1x n n= + + 2 1x n⇒ = + ⇒ x numǎr impar (2p) şi cǎ
 ( ) ( )1 2x m m m= + + + + 3 3x m⇒ = + ⇒ x este multiplu de 3 (2p). Prin urmare un numǎr este “bun” dacǎ şi numai dacǎ el este un multiplu impar al lui 3 (1p). Cum 2007 îndeplineşte condiţiile rezultǎ cǎ 2007 este „bun” (1p). Cum 2009 nu este multiplu de 3 cǎci suma cifrelor sale este 11, nedivizibilǎ cu 3 rezultǎ cǎ 2009 nu este numǎr „bun” (1p). b) Fie x, y douǎ numere „bune”. Din3 / x şi 3 / 3 /y x y⇒ ⋅ (3p) şi x y⋅ impar (2p)⇒ x y⋅ ”bun”. c) Din x y⋅ ”bun” ⇒ x y⋅ impar ⇒ x şi y impare (4p) . Din x y⋅ ”bun” ⇒ 3 / x y⋅ şi cum 3 este prim 3 / 3 /x sau y⇒ (4p). Deci sau x, sau y este numǎr « bun ». Clasa a VIII a : Enunţuri I (20 p) :
 1. Aflaţi a Z∈ astfel încât ( ) ( ), 2009 2 3,a−∞ ∩ − +∞ să conţină un singur număr întreg.
 2. Fie fracţia algebrică 2 222 223( )
 9 2007x xF x
 x− −
 =−
 .
 a) Simplificaţi fracţia. b) Arătaţi că 2007 2005 2003 2001 ...... 5 3 9 (2006)F− + − + + − = ⋅
 II (20 p) : Pe planul pătratului ABCD cu latura de 2 cm, se duce perpendiculara în A pe care se ia punctul E astfel încât 2 2AE = . Notăm cu O intersecţia diagonalelor AC şi BD şi
 , ( )OS EC S EC⊥ ∈ . Demonstraţi că OS este distanţa dintre dreptele EC şi BD şi apoi aflaţi lungimea segmentului OS. III (20 p):
 a) Prin scrierea bac
 înţelegem numărul a c bc⋅ + având *,b c c≥ ∈ . Considerăm numerele
 reale pozitive a şi b. Ştiind că rădăcina pătrată a produsului numerelor reale 21 ab
 şi 21 ba
 este
 numărul 112 a b⋅ ⋅
 , să se arate că 18
 a b⋅ > .
 b) Fie funcţia :f → care îndeplineşte condiţia ( ) 2( 1) (1) 3,f x x f x= + − ∀ ∈ . Determinaţi funcţia : , ( )g g x ax b→ = + Ştiind că graficele funcţiilor f şi g se intersectează pe axa Oy
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 iar aria triunghiului determinat de graficele celor două funcţii şi axa Ox este egală cu 34
 .
 Soluţii.Barem de corectare I 1) Avem ( ) ( ) ( ), 2009 2 3, 2 3, 2009a a−∞ ∩ − ∞ = − (2p). Cum ( ) { }2007, 2009 2008∩ = (2p)
 rezultǎ cǎ 2 3 2007 1005a a− = ⇒ = (3p). 2) a) Avem ( )( )2 2222 223 223 223 1 223x x x x x x x− − = − + − = + − (4p) şi ( )9 2007 9 223x x− = −
 Atunci ( ) ( )( )( )1 223 1
 9 223 9x x xF x
 x+ − +
 = =−
 (2x2p=4p).
 b) Avem ( )9 2006 9 223 2007F⋅ = ⋅ = (2p). Se observǎ cǎ sunt 1003 termeni. De la stânga semnele primilor 501 termeni alterneazǎ începând cu " "+ , iar de la dreapta primilor 501 termeni alterneazǎ începând cu " "− . Se grupeazǎ câte doi şi gǎseşte termenul fǎrǎ pereche 1005+ (2p). Deci suma din enunţ este 2007 2005 2003 2001 ...... 5 3− + − + + − = 2 501 1005 2007⋅ + = (1p) II Realizarea figurii (2p). Din BD AC⊥ şi ( )AE BD BD EAC BD OS⊥ ⇒ ⊥ ⇒ ⊥ (5p). Cazul
 2 de asemǎnare ne dǎ OSC EACΔ Δ∼ (3p) OS OCEA EC
 ⇒ = (3p) . Cum 2 2 22 2
 ACOC = = = (2p)
 şi ( ) ( )2 22 2 2 2 2 2 4EC EA AC= + = + = (3p) gǎsim 1OS = (2p).
 III a) Avem 22 2
 2 2
 2 12
 b a a b abb a ab+ + +⎛ ⎞⋅ = ⎜ ⎟
 ⎝ ⎠(2p)⇒
 2 22 2 3 3 4 4 1
 4a b aba b a b ab + +
 + + + = (1p)
 ⇒ 3 3 14
 a b+ = (1p). Din enunţ rezultă condiţiile2 3
 2 3
 a b ab bb a ab a⎧ ≥ ⇒ ≥⎨
 ≥ ⇒ ≥⎩.(1p) Însumând obţinem
 18
 ab ≥ (1p) .Dacă { }2
 42
 1 , 0;18
 a bab a a a b
 b a⎧ =
 = ⇒ ⇒ = ⇒ ∈⎨=⎩
 contrazice 3 3 14
 a b+ = (1p). Prin
 urmare 18
 a b⋅ > .
 b) Pentru ( ) ( ) ( )1 1 4 1 3 1 1x f f f= ⇒ = − ⇒ = (2p). ( ) 2 1f x x⇒ = − (2p). Din faptul cǎ
 graficele se intersecteazǎ pe axa Oy rezultǎ cǎ ( ) ( )0 0 1f g b= ⇒ = − (2p) ( ) 1g x ax⇒ = − (1p).
 Punctele de intersecţie ale graficelor cu axa Ox sunt 1 ,02
 A⎛ ⎞⎜ ⎟⎝ ⎠
 , 1 ,0Ba
 ⎛ ⎞⎜ ⎟⎝ ⎠
 (3p). Cum ( )0, 1C −
 rezultǎ cǎ aria este
 1 1122
 2 2 4ABCCO AB aa
 aΔ
 ⋅ ±⋅ ±
 Α = = = 1 , 12
 a ⎧ ⎫⇒ ∈ ± ±⎨ ⎬⎩ ⎭
 (3p).
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 Testarea absolvenţilor de clasa a IV a
 în vederea înscrierii în clasa a V a Varianta nr. 1, mai 2009
 Subiectul I (30 puncte): Calculaţi câtul şi restul împărţirii lui 2009 la numărul ( )29 7 7 8 4 32 3 8 :8a = − × × − × − ×⎡ ⎤⎣ ⎦ .
 Subiectul II (30 puncte): Determinaţi termenul necunoscut din egalităţile: a) 218 29a− = ; b) 657 : 9a = ; c) ( )260 : 2 3 6 3 2007a + × + × =⎡ ⎤⎣ ⎦ .
 Subiectul III (20 puncte) a) Mara, Emi si Costin au fiecare o sumă de lei. Emi are de 3 ori mai puţini lei decât Mara şi de 3 ori mai mulţi decât Costin. Ştiind că Mara are cu 728 lei mai mult decât Costin, să se afle ce sumă are fiecare copil. b) Împărţind 2009 la un număr se obţine restul 2008. Este corectă această împărţire ? Subiectul IV (10 puncte): O bucată de pânză este tăiată de un croitor într-un număr egal de bucăţi. Fiecare tăietură durează 7 secunde. În câte bucǎţi a fost tăiată pânza dacă toată operaţia a durat 33 minute si 29 secunde ?
 Varianta nr. 2, mai 2009 Subiectul I (25 puncte): Se dau numerele: ( )1442 : 7 3 107 128b = − ⋅ − şi
 ( ){ } ( )2 2 3 7 3 5 2 6 : 4 5 10 10 100 5 60a = + ⋅ ⋅ ⋅ − + ⋅ + ⋅ − + ⋅ −⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦
 Calculaţi diferenţa dintre produsul şi suma numerelor a şi b. Subiectul II (25 puncte): Comparaţi numerele a şi b ştiind că ele verifică egalităţile:
 ( ){ }2009 : 4 47 3 10 7a⋅ + ⋅ − =⎡ ⎤⎣ ⎦ şi ( ){ }1 2 3 4 5 : 6 7 8b+ ⋅ + − ⋅ ⋅ =⎡ ⎤⎣ ⎦
 Subiectul III (30 puncte) a) Într-o clasă cu 30 elevi, triplul numărului fetelor este egal cu dublul numărului băieţilor.
 Câte fete şi câţi băieţi sunt ? b) Într-o împărţire, restul este un sfert din cât, iar deîmpărţitul este suma dintre cât şi rest.
 Poate fi deîmpărţitul egal cu 2009 ? Subiectul IV (10 puncte): Un iepure are 2007 morcovi şi în fiecare zi mănâncă 4 morcovi şi jumătate. Pentru câte zile îi ajung morcovii ?
 Varianta nr. 3, mai 2009 Subiectul I (30 puncte): Calculaţi : a) ( )3 5 39 5 2 49 6 16 : 2 : 7⋅ − ⋅ − ⋅ + ⋅ =⎡ ⎤⎣ ⎦ b) ( )9 9 9 : 9 9 220 20 0+ ⋅ − + − ⋅ = Subiectul II (30 puncte): Aflaţi câtul şi restul împărţirii numărului a la numărul b, ştiind că : 682 9 8 8 7 63: 7 329 9 6 6 6 81: 9a− ⋅ + ⋅ − − = − ⋅ − ⋅ − şi 5 36 4 36 3 36 2 369b ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ = . Subiectul III (20 puncte) Un avion decolează cu o treime din locurile lui ocupate. După o escală mai urcă 50 pasageri, ocupându-se astfel trei sferturi din capacitatea avionului. Cu câte locuri neocupate ajunge avionul la destinaţie ? Subiectul IV (10 puncte): Un melc urcǎ în timpul zilei 3 metri pe un copac înalt de 10 metri şi alunecă noaptea 2 metri. După câte zile ajunge în vârful copacului ?
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 SUPER MATE
 Iată că a mai trecut un an!...Un an bogat, plin de realizări. Realizări care nu s-au obţinut uşor. S-au obţinut datorită pregătirii de zi cu zi a elevilor, îndrumaţi de învăţătorii lor. La toate acestea s-a agăugat activitatea de sâmbătă cu sâmbătă, susţinută de cadrele didactice implicate în Proiectul educaţional SUPER MATE. În cele două grupe de la clasele a III-a şi a IV-a sunt cuprinşi elevi de la şcolile: Hîrlău, Pîrcovaci, Bădeni, Deleni, Maxut, Poiana, Zagavia, Slobozia . Rezultatele muncii cadrelor didactice şi ale elevilor se oglindesc în premiile obţinute la concursurile organizate de ISJ Iaşi : *Concursul ,,Micii matematicieni”organizat de Liceul ,,Ştefan cel Mare” Hîrlău: clasa a III-a – Menţiune: Cotnăreanu Alexandru. Habdulea Gabriel, Bîrzu Antonia, Ciobanu Laura, Munteanu Claudia, Puhă Alexandru, Cojocaru Cosmin, Matei Teodora, Nastasă Georgiana, Petraş Iolanda (Şc.,,P.Rareş”Hîrlău ), clasa a IV-a - Cojocaru Elisabeta - Şc.,,P.Rareş”Hîrlău – locul III - Dolhescu Alexandru - Şc.,,P.Rareş”Hîrlău – locul III - Menţiune: Ştefănucă Gabriel, Puiu Vlad, Cozma Roxana, Matei Alin, Aghiorghiesei Tudor, Pricop Adelin, Matei Medeea, Cimpoi Oana, Pîrvu Diana, Neculau Silviu, Dulhan Delia (Şc.,,P.Rareş”Hîrlău), Băcică Florin – (Şc. Pîrcovaci) *Concursul ,,Florica T. Câmpan” – faza judeţeană -clasa a III-a - Cotnăreanu Alexandru - Menţiune - Puhă Alexandru - Menţiune -clasa a IV-a – Pricop Adelin - Menţiune *Concursul ,,Euclid”- Cotnăreanu Alexandru - Menţiune *Concursul ,,Cangurul”- au participat toţi elevii cuprinşi în proiect. Întreaga activitate a Proiectului Educaţional ,,SUPER MATE” este prezentată în revista centrului nr. 6- Hîrlău, care a obţinut Menţiune la Concursul Naţional al revistelor şcolare. Cuprinde opinii ale cadrelor didactice, părinţilor şi elevilor, dar şi exerciţii şi probleme propuse de elevi şi cadre didactice. Autorii revistei au iniţiat un concurs de desene cu mascote SUPER MATE, fiind premiate cele mai năstruşnice mascote realizate de elevi. Cursurile proiectului s-au finalizat cu o festivitate de încheiere, la care au participat cadre didactice, părinţi şi elevi, aceştia din urmă primind o diplomă de participare. Deoarece antrenează mulţi elevi, părinţii şi cadrele didactice şi-au exprimat dorinţa ca proiectul să se deruleze şi în anii următori.
 Responsabil centru, Înv.Mirela Munteanu,
 Şcoala “Petru Rareş”, Hîrlǎu
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 PROBLEME ŞI SOLUŢII
 Această rubrică conţine enunţurile şi soluţiile Problemelor propuse în numărul 3 al revistei “Micii matematicieni” din martie 2009. MATEMATICA PITICĂ P. 25: Răzvan şi tatăl său aveau în anul 2000 împreună 48 de ani. Câţi ani au cei doi împreună în anul 2009, dacă în anul 2002 tatăl a împlinit 39 de ani ?
 Înv. Mariana Chelaru, Şc. „Petru Rareş”, Hîrlău Soluţie : Notăm cu T şi F vârsta tatălui, respectiv a fiului în anul 2000. Avem 48T F+ = . Cum în anul 2002 tatăl a împlinit 39 ani, rezultă că 2 39 37T T+ = ⇒ = ani şi 11F = ani. În anul 2009, cei doi vor avea vârstele de 46 ani, respctiv de 20 ani, iar împreună 66 ani. P. 26: Să se determine necunoscuta din egalitatea:
 ( ) ( )6 : 287 7 5 : 287 7 7 2009a a⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ = . Înv. Ramona Mihaela Săcăleanu, Miroslava, Iaşi
 Soluţie : Din ( ) ( )6 : 287 7 35 : 287 7 2009a a⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ = obţinem ( )41 : 287 7 2009a⋅ ⋅ = , de unde
 : 287 7 49a ⋅ = . Deci 2009a = . P. 27: Diferenţa a două numere naturale este egală cu 2007. Aflaţi numerele ştiind că unu este rezultatul scăderii lui 2008 din suma lor.
 Inst. Gabriela Onofrei, Şc.”Petru Rareş”, Hîrlău Soluţie : Avem 1 2008 2009a b a b= + − ⇒ + = şi 2007a b− = . Adunând aceste egalităţi obţinem : 2 4016 2008a a⋅ = ⇒ = şi 1.b = P. 28: Miriapozii numiţi Geophilus longicornus au 4 cm lungime şi cel puţin 49 şi cel mult 57 de perechi de picioare. Un juriu format de 13 păianjeni a câte 7 picioare căci pe al optulea şi l-au pierdut în lupte vrea să medieze disputa dintre două familii de miriapozi, fiecare cu câte nouă membri. Aflaţi câte picioare sunt în sala de judecată ştiind că în fiecare familie de miriapozi nu există doi membri cu acelaşi număr de picioare?
 Prof. Ioan Sǎcǎleanu, Lic.” Ştefan cel Mare”, Hirlău Soluţie : O familie de miriapozi are ( )2 49 50 ... 56 57 954⋅ + + + + = picioare , iar juriul
 13 7 91⋅ = picioare. În total: 2 954 91 1999⋅ + = picioare. P. 29: Elena a fost rugată de mama sa să aranjeze camera pentru primirea musafirilor. Camera ei are forma unui pătrat, iar scaunele sunt în număr de nouă. Mama i-a spus că acestea să fie aranjate astfel încât în dreptul fiecărui perete să se găsească acelaşi număr de scaune. Elena e nedumerită. Tu ai putea aranja cele nouă scaune, ajutând-o pe Elena?
 Înv. Marieta Muşei, Şc. „Petru Rareş”, Hîrlău
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 Soluţie : Se pot aranja cele 9 scaune astfel :
 X X XX
 X XX X X
 .
 P. 30: Să se determine numerele de trei cifre care îndeplinesc simultan condiţiile: • produsul celor trei cifre să fie egal cu 42; • diferenţa dintre cifra unităţilor şi cea a sutelor să fie număr par; • diferenţa dintre numărul format din primele două cifre şi numărul format din ultimele
 două cifre să fie 5 . Înv. Maria Raţă, Şc. Preventoriu, Deleni
 Soluţie : Fie abc numărul căutat. Din c a− număr natural, rezultă că c a≥ ,iar din 5ab bc− = a b⇒ ≥ . Deci c a b≥ ≥ . Cum 42a b c⋅ ⋅ = şi 42 1 6 7 2 3 7= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ rezultă că avem
 { }617;327abc∈ . Condiţia 5ab bc− = este verificată numai de numărul 327. Notă : Precizarea că diferenţa dintre cifra unităţilor şi cea a sutelor să fie număr par nu este necesară ci numai să fie număr natural. P. 31: În seara de 5 decembrie 2008, Moş Nicolae i-a adus Simonei un sac cu şase cutii . Fiecare cutie conţinea, la rândul ei, şase pacheţele având fiecare câte şase bomboane de ciocolată. Deschizându-le, Simona a mâncat în aceea seară câte o bomboană din cele şase pacheţele. Ea a calculat că dacă ar mânca câte 10 bomboane pe zi, restul i-ar ajunge până în ziua în care împlineşte 12 ani. Care este data sa de naştere ?
 Daniela Simona Creangă, elevă, Lic.” Ştefan cel Mare”, Hîrlău Soluţie : În sac sunt 6 6 6 216⋅ ⋅ = bomboane. Cum a mâncat 6 bomboane, restul le mănâncă în 210:10=21 zile. Deci Simona s-a născut pe 26 decembrie 1996 . P. 32: Găsiţi cel mai mare şi cel mai mic număr natural scris cu cifre distincte, ştiind că suma cifrelor numărului este egală cu 13.
 Înv. Maria Ilie, Şc. « Vasile Conta », Iaşi Soluţie : Numărul cel mai mic nu poate fi de o cifră. Căutăm printre numerele de două cifre ab . Cum { }0;1;2;3a∉ căci b nu ar mai fi cifră se obţine cel mai mic astfel de număr cu cifre distincte ca fiind 49 . Cum 1 2 3 4 5 15+ + + + = este mai mare ca 13, rezultă că cel mai mare astfel de număr nu poate avea mai mult de 4 cifre. Fie acesta xyzt . Pentru
 9 4x y z t= ⇒ + + = 4y⇒ ≤ . Dacă 4y = atunci 0 0z t z t+ = ⇒ = = , nu ar mai avea cifre distincte. Dacă 3y = atunci 1 1z t z+ = ⇒ = şi 0t = . Deci cel mai mare astfel de număr cu cifre distincte este 9310. P. 33: Arătaţi că : ( )7 7 1 2 3 ... 12 13 7 7 7 4 2009⋅ ⋅ + + + + + + ⋅ ⋅ ⋅ ≠ . Ştergeţi o singură cifră de 7 astfel ca relaţia precedentă devină să falsă .
 Prof.Ioan Sǎcǎleanu, Lic.” Ştefan cel Mare”, Hirlău Soluţie : Avem ( ) ( ) ( )1 2 ... 12 13 1 13 2 12 ... 6 8 7 14 6 7 91+ + + + = + + + + + + + = ⋅ + = . Relaţia devine succesiv: 49 7 13 49 28 49 41 91 28 41⋅ ⋅ + ⋅ ≠ ⋅ ⇔ + ≠ , adevărată.
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 După ştergerea cifrei 7 ar trebui să devină o egalitate. Ştergem primul 7 din relaţia iniţială şi obţinem: 7 91 49 28 49 41⋅ + ⋅ = ⋅ 7 7 13 49 28 49 41⇔ ⋅ ⋅ + ⋅ = ⋅ 13 28 41⇔ + = , adevărată. P. 34: Folosiţi de şapte ori cifra 7 şi operaţiile de înmulţire, împărţire, adunare şi paranteze de cel mult două ori pentru a obţine numărul 100.
 Înv. Ana Iacob, Şc. Maxut, Deleni Soluţie : Egalitatea ( ) ( )7 7 7 : 7 7 7 : 7 100× + × + = rezolvă problema. P. 35: Pentru Ziua Şcolii şase elevi au pictat un perete în cinci zile . Câţi elevi vor picta jumătate de perete în trei zile ?
 Înv. Maria-Tereza Rugină, Şc. “Petru Rareş”, Hîrlău Soluţie : Împărţim peretele în 6 părţi egale. Cum 6 elevi pictează peretele în 5 zile rezultă că un elev pictează o parte în 5 zile. Deducem că un elev pictează 6 părţi în 30 zile. Rezultă că 10 elevi pictează peretele în 3 zile. Deci 5 elevi pictează jumătate din perete în 3 zile. P. 36: Trei copii au colecţionat împreună 216 cartele telefonice. Câte are fiecare, dacă primul are de trei ori mai mult decât ceilalţi doi la un loc, iar al treilea are cu 20 mai mult decât al doilea ?
 Înv. Tomiţa Stoleriu, Şc.”Petru Rareş”, Hîrlău Soluţie : Notăm cu a, b, c numărul cartelelor colecţionate de cei trei copii. Deducem relaţiile :
 216a b c+ + = ; ( )3a b c= ⋅ + şi 20c b= + . Luând ca segment-parte numărul b şi reprezentând grafic se obţin 8 părţi . Avem 8 4 20 216 8 216 80 8 136b b b⋅ + ⋅ = ⇒ ⋅ = − ⇒ ⋅ =
 17b⇒ = cartele, 17 6 60 162a = ⋅ + = cartele, iar 17 20 37c = + = cartele. P. 37: Priveam cu încântare tablourile pictorului român Sabin Balaşa şi am observat cum o furnică se învârtea în acelaşi sens pe marginea tabloului „ Exploratorul” , având dimensiunile de 41 cm şi 49 cm. Pornind dintr-un colţ al tabloului ea ajungea în acelaşi loc după 42 secunde. Precizaţi în ce colţ al tabloului se află furnica şi ce distanţă a parcurs după 8 minute şi 3 secunde ?
 Prof. Ioan Sǎcǎleanu, Lic.” Ştefan cel Mare”, Hirlău Soluţie : O rotaţie completă pe marginea tabloului înseamnă o distanţă de 2 41 2 49 180⋅ + ⋅ = cm , pe care îi parcurge în 42 secunde. În 8 minute şi 3 secunde , adică 483 secunde se pot face 11 rotaţii complete, rămânând 21 secunde, timp în care mai parcurge distanţa până la colţul opus celui de plecare. Deci furnica la final se află în colţul opus şi a parcurs 11 180 90 2001⋅ + = cm . P. 38: Spunem că un număr este factorial dacă el se poate scrie ca produs de cel puţin două numere consecutive. Să se stabilească dacă este număr factorial valoarea numărului “a” din egalitatea: ( ) ( )45 : 5 10 2 14 5 : 7 4 21: 7 13 23 729a+ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ + ⋅ = .
 Prof. Aurel Neicu, Lic.” Ştefan cel Mare”, Hîrlău Soluţie : Avem : ( ) ( )9 20 14 5 : 28 3 13 23 729 15 5 : 25 13 23 729a a+ − ⋅ − ⋅ + ⋅ = ⇒ ⋅ ⋅ + ⋅ = ⇒ ⇒ 3 13 23 729a⋅ + ⋅ = 23 729 39 23 690 : 23 30a a a a⇒ ⋅ = − ⇒ ⋅ = = ⇒ = . Datorită faptului că 30 5 6= ⋅ rezultă a se scrie ca produs de două numere consecutive, adică este „factorial”.
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 P. 39: Suma a 4 numere este 747. Dacă la primul număr adaug 2, din al doilea scad 2, pe al treilea îl măresc de două ori, iar pe al patrulea îl micşorez de două ori, numerele devin egale. Care sunt cele patru numere?
 Înv. Şorodoc Silvia,Şc. „Nicolae Iorga“, Paşcani Soluţie : Fie a, b, c şi d numerele. Avem : 2 2 2 : 2a b c d+ = − = ⋅ = şi 747a b c d+ + + = . Din 2 : 2 2 2 4c d d c d c⋅ = ⇒ = ⋅ ⋅ ⇒ = . Din 2 2 2 2a c a c+ = ⇒ = − , iar din 2 2b c− = ⇒ 2 2b c= + . Înlocuind în sumă obţinem 2 2 2 2 4 747 9 747c c c c c− + + + + = ⇒ = 83c⇒ = , iar
 2 83 2 164a = ⋅ − = , 2 83 2 168b = ⋅ + = şi 4 83 332.d = ⋅ = P. 40: Vlad a desenat un extraterestru astfel: capul şi gâtul au la un loc 30 de cm. Picioarele sunt de două ori mai lungi decât capul, gâtul şi o jumătate din trunchi. Toată fiinţa măsoară cu 1 m mai mult decât capul, gâtul şi picioarele la un loc. Ce înălţime are extraterestrul desenat de Vlad?
 Înv. Mirela Munteanu, Şc. “Petru Rareş”, Hirlău Soluţie : Notăm c, g, p,t, F lungimea capului, a gâtului, a picioarelor, a trunchiului şi respectiv înălţimea extraterestrului. Din enunţ se obţin relaţiile : 30c g+ = , ( )2 : 2p c g t= ⋅ + + ,
 100F c g p= + + + . Deoarece 100 100F c g t p c g t p c g p t cm= + + + ⇒ + + + = + + + ⇒ = . Rezultă că ( )2 30 100 : 2 2 80 160p cm= ⋅ + = ⋅ = . Deci înălţimea extraterestrului este egală cu
 100 30 160 290F cm= + + = . P. 41: Trei şoricei harnici îşi numără boabele de porumb şi constată că, dacă ar avea de 3 ori mai multe boabe faţă de câte au numărul lor ar fi 192; dacă primul ar mai avea un grăunte, al doilea cu două mai puţin, iar ultimul de 3ori mai multe, atunci fiecare s- ar lăuda cu acelaşi număr de boabe. Câte boabe a adunat fiecare şoricel?
 Inst. Corneliu Constantin Ilie, Şc. « Vasile Conta », Iaşi Soluţie : Notăm cu a , b, c numărul de boabe adunate de fiecare şoricel. Împreună cei trei şoricei au 192 : 3 64a b c+ + = = boabe. Din 1 2 3a b c+ = − = ⋅ rezultă că 3 1a c= ⋅ − şi 3 2b c= ⋅ + . Înlocuind în sumă obţinem : 3 1 3 2 64c c c⋅ − + ⋅ + + = 7 1 64c⇔ ⋅ + = 9c⇔ = boabe,
 3 9 2 29b = ⋅ + = şi 3 9 1 26a = ⋅ − = grăunţe. P. 42: Emi şi-a propus să numere zilele pare din calendarele anilor 2008 şi 2009 într-o secundă , iar pe cele impare în două secunde. Socotind secundele pe fiecare lună, el a obţinut într-o lună un număr de secunde cu cifre egale. Despre ce lună şi despre ce an e vorba ?
 Înv. Ramona Mihaela Săcăleanu, Ţuţora, Iaşi Soluţie : Lunile cu 30 zile sunt numărate în 15 1 15 2 45⋅ + ⋅ = secunde, iar cele de 31 în 15 1 16 2 47⋅ + ⋅ = secunde; cele de 28 în 42 sec şi cele de 29 zile în 44 sec. Cum 2008 este an bisect, rezultă că acea lună este februarie 2008 . P. 43: Elevii unei clase vor să se aşeze în bănci. Dacă se aşează câte doi elevi într-o bancă, atunci rămân trei bănci libere şi dacă se aşează câte unul în fiecare bancă, atunci rămân şapte elevi în picioare. Câte bănci şi câţi elevi sunt în acea clasă ?
 Prof. Madlena Bulboacă, Lic.”D. Ţichindeal”, Arad
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 Soluţia I : Notăm cu b şi c , numărul băncilor, respectiv al elevilor. Din enunţ se obţin relaţiile :
 ( )2 3b c⋅ − = şi 1 7b c⋅ = − , de unde 2 6b c⋅ − = şi 7c b= + . Obţinem 2 6 7b b⋅ − = + 13b = . Prin urmare sunt 13 bănci şi 20 elevi în acea clasă. Soluţia a II a : Vom desena cele două situaţii: I.
 e e e e e e e e e e e e etc. II.
 e e e e e etc. e şi e e e e e e e În cazul I, mutăm din 3 bănci câte un elev în câte o bancă liberă, deci elevii clasei au fost aşezaţi câte unul în 6 bănci, iar restul câte 2 într-o bancă. În cazul II, aşezăm fiecare din elevii rămaşi în picioare în câte o bancă, deci elevii clasei au fost aşezaţi câte doi în 7 bănci, iar restul câte unul într-o bancă. Deoarece în ambele situaţii numărul elevilor clasei este acelaşi, la fel şi numărul băncilor, rezultă că elevii clasei au fost aşezaţi câte unul în 6 bănci şi câte 2 în 7 bănci, deci sunt în total 6+7=13 (bănci) şi 6 1 7 2 20⋅ + ⋅ = (elevi). P. 44: Cei şase cântăreţi ai trupei RBD au vârstele diferite, de cel puţin 26 ani şi cel mult 31 ani . În funcţie de vârstele lor se ştie că Dulce este cea mai mică; Anahi cea mai mare; Christofer se află lângă Dulce şi nu se se află lângă Maite sau Christian şi că Alfonsa se află între doi băieţi, să se afle vârsta fiecărui cântăreţ.
 Ivănuţă Andreea Simona, elevă, Lic.” Ştefan cel Mare”, Hîrlău Soluţie : Dulce are 26 ani fiind cea mai mică, iar Christofer de 27 ani fiind lângă ea. Cum Christofer nu se se află lângă Maite sau Christian, atunci Alfonsa are 28 ani. Christian are 29 ani deoarece Alfonsa se află între doi băieţi. Maite are 30 ani, iar Anahi, cea mai mare, 31 ani. P. 45: Pe o planetă din Univers trăieşte un extraterestru . Dacă ar fi locuit numai pe acea planetă ar fi trăit 41 de ani extratereştri. Când a împlinit 40 de ani şi 6 luni, el s-a hotărât să-şi trăiască ultima lună pe Terra. Câţi ani tereştri a trăit pe planeta noastră ştiind că dacă ar fi trăit numai pe Terra durata vieţii sale ar fi de 2009 ani tereştri ?
 Prof. Ioan Sǎcǎleanu, Lic.” Ştefan cel Mare”, Hirlău Soluţie : Din enunţ rezultă că un an extraterestru are 7 luni extraterestre . Cum 41 de ani extratereştri reprezintă 2009 ani tereştri, deducem că un an extraterestru este egal cu 2009:41=49 ani tereştri. Deci o lună extraterestră reprezintă 49:7=7 ani tereştri. Prin urmare, extraterestrul a trăit pe planeta noastră 7 ani tereştri. P. 46: Un copil se consideră că este preşcolar dacă are vârsta nici mai puţin de 3 ani şi nici mai mult de 6 ani . Doamna educatoare alege un grup de copii şi constată că diferenţele de ani dintre cei aleşi sunt numere consecutive. Să se afle câţi copii sunt în grup şi care sunt vârstele lor.
 Prof. Ioan Sǎcǎleanu, Lic.” Ştefan cel Mare”, Hirlău Soluţia I : În grup nu pot fi 2 copii de aceeaşi vârstă, căci diferenţele lor cu un al treilea ar fi egale şi nu ar mai fi consecutive. Deci un grup are cel puţin 3 copii. Deoarece diferenţa dintre cel mai mare şi cel mai mic din grup este egală cu diferenţa dintre cel mai mare şi cel mai mic
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 preşcolar, adică 3 rezultă că grupul are exact 3 copii şi vârstele lor sunt de forma , 1 , 3a a a+ + sau , 2 , 3 .a a a+ + Obţinem vârstele de 3 , 4 şi 6 ani sau de 3 , 5 şi 6 ani. Soluţia a II a : Grupul nu poate avea 2 copii de aceeaşi vârstă, căci diferenţele lor cu un al treilea ar fi egale şi nu ar mai fi consecutive. Pentru a putea vorbi de numere consecutive trebuie ca să avem cel puţin două diferenţe adică cel puţin 3 copii de vârste diferite în grup. Un preşcolar poate avea vârsta de 3, 4, 5 sau 6 ani. Rezultă că grupul nu poate avea 4 copii căci diferenţele lor ar fi 1, 2, 3, 1, 2, 1 şi nu sunt numere consecutive. Prin urmare un grup are exact 3 copii de vârste diferite. Dacă în grupul ales nu ar există copil cu vârsta de 3 sau 6 ani atunci grupul ar avea copii cu vârstele 4, 5 şi 6 sau 3, 4 şi 5 a căror diferenţe sunt 1, 1, 2 şi nu sunt numere consecutive. Deci grupul conţine copii de 3 şi 6 ani. Obţinem astfel vârstele de 3 , 4 şi 6 ani sau de 3 , 5 şi 6 ani . MATEMATICA GIMNAZIALĂ Clasa aV a 5.19 : Aflaţi vârstele a trei fraţi ştiind că este adevărată următoarea relaţie:
 ( )47 a 2 b c : a 52, ⋅ + ⋅ + = unde a,b,c reprezintă vârstele celor trei fraţi. Ce observaţie puteţi face?
 Înv. Marieta Muşei, Şc.”Petru Rareş”, Hîrlău Soluţie : Avem 47 52 1a a≤ ⇒ = . Găsim 47 2 52 2 5b c b c+ + = ⇒ + = . Din 2 5b ≤ ⇒
 { }1;2b⇒ ∈ .Obţinem vârstele 1; 1; 3 sau 1; 2; 1. Se observă că cei doi fraţi mai mici sunt gemeni. 5.20 : Ludovic Van Bethowen , vrând să compună o nouă melodie, a aranjat notele muzicale în următorul fel: La; Sol; Fa; Mi; Fa; Mi; Re; Do; RE; ….. Găsiţi regula de formare şi completează cu încă zece note.
 Denisa Elena Pletan, elevă, Lic.” Ştefan cel Mare”, Hîrlău Soluţia autoarei: Notele muzicale din gamă sunt : DO ; RE ; MI ; FA ; SOL ; LA ; SI ; DO. Regula de înşiruire a notelor muzicale în noua melodie este următoarea : începând de la nota LA coborâm trei note consecutive : SOL ; FA şi ajungem la nota MI ; de aici urcăm la nota FA . Repetând procedeul de la nota FA obţinem : MI ; RE ; DO şi apoi RE. Din nou pornind de la nota Re regula ne dă: DO ; SI ; LA şi apoi SI. Repetând procedeul găsim şirul de note : LA ; SOL ; FA ; SOL şi apoi FA ; MI ; RE ; MI: Prin urmare următoarele zece note muzicale sunt : DO ; SI ; LA ; SI ; LA ; SOL ; FA ; SOL ; FA ; MI . Soluţia a II a : Împărţim şirul de note muzicale în grupe de patru note. Se observă că notele din fiecare grupă sunt consecutive descrescător în gama muzicală. Grupa următoare are primele două note identice cu ultimele două din grupa precedentă. Astfel găsim înşiruirea de
 note :3 5 6 7 8 9 101 2 4
 1 2 3 4 5grupa grupa grupa grupa grupa
 LA SOL FA MI FA MI RE DORE DO SI LASI LA SOL FASOL FA MI RE
 . Deci, cele zece note muzicale sunt : DO ; SI ; LA ; SI ; LA ; SOL ; FA ; SOL ; FA ; MI .
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 5.21 : Să se găsească două numere cu proprietatea că atât diferenţa cât şi câtul lor sunt egale cu cinci.
 Prof. Leonard Sava, Şc.Poiana Mărului, Cepleniţa, Iaşi
 Soluţie : Avem 5a b− = . Dacă 5 5 5 5 4 5a a b b b bb= ⇒ = ⇒ − = ⇒ = . Deci 5 25;
 4 4b a= = .
 Dacă 5 5 5 5 4 5b b a a a aa= ⇒ = ⇒ − = ⇒ − = .Deci 5 25;
 4 4b a= − = − .
 5.22 : Un număr se consideră “norocos” dacă se poate scrie ca sumă de două numere consecutive şi dacă are suma cifrelor egală cu 8. Aflaţi numerele norocoase de două cifre.
 Adina-Diana Jitariu, elevă, Lic.” Ştefan cel Mare”, Hîrlău Soluţie : Fie ab un număr norocos. Rezultă că 8a b+ = şi ( )1ab k k= + + , k număr natural
 2 1ab k⇒ = + ab⇒ este impar b⇒ este cifră impară { }1;3;5;7b⇒ ∈ . Numerele "norocoase" de două cifre sunt : 17 ; 35 ; 53 şi 71. 5.23 : Este adevărată egalitatea ( )9 9 3 37 1: 9 2 2009+ ⋅ ⋅ + ⋅ = ?
 Prof. Aurel Neicu, Lic.” Ştefan cel Mare”, Hîrlău Soluţie : Avem ( )9 111 1: 9 2 2000⋅ + ⋅ = ( )9 111 1: 9 1000⇔ ⋅ + = 999 9 1: 9 1000⇔ + ⋅ =
 9 : 9 1 1 1⇔ = ⇔ = , adevărată. R: da
 5.24 : Numerele naturale c şi r verifică egalitatea: ( ): 2 1 0 :1 7 : 49 41r c c c c c c c⋅ + ⋅ − ⋅ + ⋅ − + ⋅ = .
 Să se determine valorile numerice ale lui c ştiind că r este o cifră şi stabiliţi dacă aceste valori sunt numere consecutive.
 Prof.Ioan Sǎcǎleanu, Lic.” Ştefan cel Mare”, Hirlău Soluţie : Avem: 1 2 0 7 2009r c c c c⋅ + ⋅ − + − + ⋅ = 7 2009c r⇒ ⋅ + = Dacă 7r < rezultă că r şi c sunt restul şi câtul împărţirii lui 2009 la 7, adică 287 ; 0.c r= = Dacă 7r ≥ avem
 ( ) ( )7 1 7 2009c r⋅ + + − = Cum 0 7 7r≤ − < , căci r este cifră, rezultă că 7 0r − = 7r⇒ = şi 1 287c + = 286c⇒ = R: 286 şi 287 ; numerele sunt consecutive.
 5.25 : Maria s-a născut când mama ei avea 26 de ani . Să se afle vârsta actuală a Mariei ştiind că peste opt luni va avea vârsta de patru ori mai puţin decât o va avea mama sa .
 Daniela Simona Creangă, elevă, Lic.” Ştefan cel Mare”, Hîrlău Soluţie : Notăm cu a vârsta actuală, în ani, a Mariei. Rezultă că mama are 26a + ani. După transformarea în luni a vârstelor, avem Maria 12 a luni⋅ , Mama ( )26 12a luni+ ⋅ . Atunci
 ( ) ( )26 12 8 4 12 8a a+ ⋅ + = ⋅ ⋅ + 26 12 12 8 4 12 4 8a a⇔ ⋅ + ⋅ + = ⋅ + ⋅ 312 12 8 48 32a a⇔ + + = + 48 12 320 32 36 288 288 : 36a a a a⇔ − = − ⇔ ⋅ = ⇔ = . Deci Maria are 8 ani.
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 5.26 : Numărul ab împărţit la oricare din cifrele sale are câtul q şi restul r . Demonstraţi că restul împărţirii numărului ab la suma cifrelor sale este o cifră a numărului ab . Determinaţi q şi r .
 Prof. Aurel Neicu, Lic.” Ştefan cel Mare”, Hîrlău Soluţie : Din ab a q r= ⋅ + şi ab b q r= ⋅ + şi cum a ab< deducem a q r b q r⋅ + = ⋅ + şi 0q ≠ . Deci, a b= . Cum 2 5aa a a= ⋅ + şi 2a a< căci 0a ≠ rezultă că restul împărţirii numărului aa la suma cifrelor sale este a , adică tot o cifră a sa , iar câtul 5 . Dar, egalitatea 11 0aa a= ⋅ + ne dă câtul 11 şi restul 0 la împărţirea lui aa la o cifă a sa . Deci, 11q = şi 0.r = 5.27 : La Polul Nord, Moş Crăciun şi-a chemat toţi spiriduşii la el pentru a verifica pregătirile sărbătorilor de iarnă. Întâi a chemat un spiriduş care a lăsat două rânduri de urme pe zăpada proaspăt aşternută, apoi câte doi, câte trei şi tot aşa până au venit toţi spiriduşii. Aflaţi câţi spiriduşi are Moşul ştiind că în fiecare grup spiriduşii mergeau unul lângă altul în aşa fel încât fiecare păsea pe cel puţin un rând de urme lăsate de cei din grupul precedent şi că în final au fost lăsate în zăpadă 198 rânduri de urme.
 Adina-Diana Jitariu, elevă, Lic.” Ştefan cel Mare”, Hîrlău Soluţie : Ultimul grup este format din 198 : 2 99= spiriduşi. Numărul total al spiriduşilor este
 ( )1 2 ... 98 99 1 99 99 : 2 99 50 4950+ + + + = + ⋅ = ⋅ = . 5.28 : Un copil notează ziua, luna , anul, ora şi minutul prin secvenţe de două cifre, care împreună reprezintă un moment din viaţa sa . Momentul naşterii sale este 04.11. 97. 11: 58 . Spunem că a existat un moment important în viaţa sa dacă cele cinci secvenţe de numere sunt identice. a)Câte momente importante a trăit copilul până astăzi, 8 august 2008, ora 8 şi 9 minute? b)De câte momente importante poate avea parte copilul în întrega sa viaţă ?
 Prof.Ioan Sǎcǎleanu, Lic.” Ştefan cel Mare”, Hirlău Soluţie : Primul moment important, în sensul enunţului, se întâmplă pe 1 ianuarie 2001, ora 1 şi 1 minut. Următorul este 02.02.02, ora 02:02 ş.a.m.d. Ultimul este 12 decembrie 2012 ora 12 şi 12 minute. Deci, până pe 8 august 2008 ora 8 şi 9 minute, copilul a trăit 8 momente importante.Următorul moment important după 2012 este pe 1 ianuarie 3001, ora 1 şi un minut. Deci în toată viaţa el poate avea 12 momente importante, căci altfel ar fi trăit mai mult de o mie de ani, ceea ce nu ar fi rezonabil.
 5.29 : Calculaţi suma numerelor naturale cuprinse între 2009 şi 20009 dau restul 29 la împărţirea cu 209.
 Prof. Popa Gabriela, Şc. Nr. 43 “D.A.Sturza”, Iaşi Soluţie : Din teorema împărţirii cu rest avem 209 29a k= ⋅ + şi cum 2009 2009a< < rezultă
 1980 199802009 209 29 20009 1980 209 19980209 209
 k k k< ⋅ + < ⇒ < ⋅ < ⇒ < < 9,4 95,5k⇒ < < .
 Cum k∈ rezultă { }10;11;...;95k∈ , 86 valori. Suma numerelor se determină astfel :
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 ( ) ( ) ( ) ( )209 10 29 209 11 29 ... 209 95 29 209 10 11 ... 95 29 86S = ⋅ + + ⋅ + + + ⋅ + = ⋅ + + + + ⋅ ⇒
 ( ) ( )209 10 95 86 29 86 86 209 105 29 86 21974 1889764.S = ⋅ + ⋅ + ⋅ = ⋅ ⋅ + = ⋅ = 5.30 : Aflaţi cifra unităţilor numărului 2009 2008 2007 19637 6 7 6 7 ... 6 7 .a = − ⋅ − ⋅ − − ⋅
 Prof. Mihai Crăciun, Colegiul “M. Sadoveanu”, Paşcani Soluţie : Avem : ( )17 6 7 7 7 6 7 7 7 6 7k k k k k k+ − ⋅ = ⋅ − ⋅ = ⋅ − = . Aplicând formula succesiv :
 ( ) ( )2009 2008 2007 2006 1963 2008 2007 2006 19637 6 7 6 7 6 7 ... 6 7 7 6 7 6 7 ... 6 7 ...a = − ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ = − ⋅ − ⋅ − ⋅ = 1964 1963 1963... 7 6 7 7= − ⋅ = . Cum ( )4901963 4 3 4907 7 7 2401 343= ⋅ = ⋅ rezultă că cifra unităţilor
 numărului a este 3 . 5.31 : Determinaţi numerele naturale a şi b astfel încât să fie simultan adevărate egalităţile:
 98a a b b⋅ + ⋅ = şi 28a a b b+ + + = . Prof. Aurel Neicu, Lic.” Ştefan cel Mare”, Hîrlău
 Soluţie : Din 28a a b b+ + + = 2 2 28 14a b a b⇒ + = ⇒ + = . Înmulţind cu a şi apoi cu b suma lor obţinem 14a a a b a⋅ + ⋅ = ⋅ şi 14a b b b b⋅ + ⋅ = ⋅ . Adunând aceste egalităţi şi ţinând cont de
 98a a b b⋅ + ⋅ = găsim că ( )2 14 14 98 2 14a a b b a b a b a b a b⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ = ⋅ + ⋅ ⇒ + ⋅ ⋅ = ⋅ + de unde
 2 14 14 98 2 98 49ab a b a b= ⋅ − ⇒ ⋅ ⋅ = ⇒ ⋅ = . Cum ( ) ( ) ( ) ( ){ }, , 1;49 , 7;7 , 49;1a b a b∈ ⇒ ∈ .
 Numai ( ) ( ); 7;7a b = au suma egală cu 14. 5.32 : Fie 2001 2001 20012005 2007 2006A = + + şi 2008 2007 2008 2006 2008 501B = ⋅ − ⋅ + ⋅ . Stabiliţi care din aceste numere sunt pătrate perfecte.
 Prof. Madlena Bulboacă, Lic.”D. Ţichindeal”, Arad Soluţie : Cum ( ) 2 2 22008 2007 2006 501 2008 502 4 502 502 2 502 1004B = ⋅ − + = ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅ = rezultă că B este pătrat perfect. Vom arăta că numărul A nu este pătrat perfect. Avem :
 ( ) ( )2001 20012005 5 5U U= = ; ( ) ( )2001 20012006 6 6U U= = iar ( ) ( )( )5002001 42007 7 7 7U U= ⋅ = .
 Deci ( ) ( )5 7 6 8U A U= + + = . Cum un pătrat perfect poate avea ultima cifră numai una din cifrele 0 ; 1 ; 4 ; 9 ; 6 sau 5 rezultă că numărul A nu este pătrat perfect. 5.33 : O curte este împrejmuită cu un gard sub forma unui triunghi oarecare. Mediile aritmetice ale lungimilor laturilor gardului, luate două câte două, sunt de 50, 70 şi 60 m. a.) Determinaţi lungimea gardului “de jur împrejur”. b.) Ştiind că pentru construcţia întregului gard s-a cheltuit 7200 lei, aflaţi cât s-a cheltuit pentru lungimea fiecărei laturi de gard.
 Prof. Hermina Romaşcu , Ş. A. M. Leţcani
 Soluţie : Notăm lungimile laturilor gardului cu a , b şi c . Avem : 502
 a b+= ; 70
 2b c+
 = şi
 602
 c a+= . Adunându-le obţinem că 180a b c m+ + = . Deci gardul”de jur împrejur” are
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 lungimea de 180 metri.Un metru de gard costă 7200:180=40 lei. Cum 100a b+ = rezultă 100 180c+ = 80c⇒ = pe care s-a cheltuit 80 40 3200 lei⋅ = . Găsim a =40 care costă 40 40 1600 lei⋅ = , iar 60b = şi costă 60 40 2400 lei⋅ = . 5.34 : Se consideră şirul de numere naturale 4 , 10 , 28 , 82 , … . Determinaţi ultima cifră a numărului de pe poziţia 2009.
 Prof.Mihai Crăciun, Colegiul “M. Sadoveanu”, Paşcani Soluţie : Se observă asocierele : 1 2 3 44 3 1 ; 10 3 1 ; 28 3 1 ; 82 3 1 ; .....→ + → + → + → +
 Rezultă că numărul de pe poziţia 2009 este ( )5022009 4 5023 1 3 3 1 3 81 1+ = ⋅ + = ⋅ + având ultima cifră egală cu 4. 5.35 : Într-o împărţire restul este un sfert din cât, iar deîmpărţitul este suma dintre cât şi rest. Poate fi deîmpărţitul egal cu 2009 ? Dar împărţitorul poate fi 2009 ?
 Prof. Aurel Neicu, Lic.” Ştefan cel Mare”, Hîrlău Soluţie : Din teorema împărţirii cu rest avem: d i c r= ⋅ + cu .r i< Cum 4c r= ⋅ şi d c r= + rezultă 5d r= ⋅ . Deîmpărţitul nu poate fi 2009, căci 2009 5 r= ⋅ este falsă. Dacă 2009i = atunci , înlocuind în prima relaţie obţinem 5 2009 4r r r⋅ = ⋅ ⋅ + 2009r r⇒ = ⋅ . Deci
 0r c d= = = . Este posibil ca 2009.i = 5.36 : Comparaţi numerele 2009528 şi 512023 .
 Prof. Popa Gabriela, Şc. Nr. 43 “D.A.Sturza”, Iaşi Soluţie : Avem şirul de inegalităţi : ( )20092009 2009 2 4018 5120528 529 23 23 23 .< = = < Prin urmare
 are loc 2009 5120528 23 .< 5.37 : Scrieţi numărul 532 ca o sumă de trei cuburi perfecte.
 Prof. Madlena Bulboacă, Lic.”D. Ţichindeal”, Arad Soluţie : Calculăm puterile: 3 3 3 3 3 3 3 31 1,2 8,3 27,4 64,5 125,6 216,7 343,8 512= = = = = = = = . Ne-am oprit aici, fiindcă numerele naturale mai mari decât 8 au cubul mai mare decât 521. Luăm cel mai mare cub mai mic decât 532, adică 512, deci 3532 8 20= + . Având în vedere că singurele numere ale căror sumă de cuburi poate fi 20 sunt 1 şi 2, dar
 3 31 2 20+ ≠ , descompunerea în sumă de cuburi a lui 532 nu poate conţine 38 . De aceea, deoarece 37 343= , iar 3532 7 189= + , întrucât 3 3189 125 64 5 4= + = + , avem în final
 3 3 3532 5 4 7= + + . ***
 Zâmbetul Ştiinţei Strobaeus povesteşte următoarele despre Euclides(c.320-275 î. Hr.): Cineva care a început să studieze geometria de la Euclid, după ce a învăţat întâia teoremă, l-a întrebat: "Dar ce folos voi avea eu învăţând aceste lucruri ? ". Euclid îşi chemă sclavul şi-i zice: "Dă-i acestuia trei oboli, fiindcă el vrea să câştige din ceea ce învaţă."
 Culeasǎ de Huţanu Mǎdǎlina Georgiana
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 Clasa a VI a 6. 16 : Mama a plantat în grădină flori. Acum florile au crescut şi au înflorit. Numărul lalelelor roşii reprezintă 30 % din numărul zambilelor, iar cele galbene 40% din cele roşii. Se ştie că mama rupe câte două flori de fiecare tip în fiecare zi şi că suma dintre numărul zambilelor din a doua zi şi numărul lalelelor roşii din prima zi este 644. Să se afle numărul garoafelor plantate dacă ele reprezintă 10 % din numărul lalelelor şi a zambilelor plantate.
 Melissa-Florina Mititelu, elevă, Lic.”Ştefan cel Mare”, Hîrlău Soluţie : Notăm R, Z şi G numărul lalelelor roşii, al zambilelor, respectiv al lalelelor galbene.
 Avem egalităţile : 30100
 R Z= ⋅ ; 40 12100 100
 G R G Z= ⋅ ⇒ = ⋅ . A doua zi: ( ) ( )4 2 644Z R− + − =
 3 644 2 4 13 6500 50010
 ZZ Z Z⋅⇒ + = + + ⇒ ⋅ = ⇒ = zambile, 150R = lalele roşii, 60G = lalele
 galbene. Numărul garoafelor este ( )10 1 710 71100 10
 R Z G⋅ + + = ⋅ = .
 6. 17 : Un obiect costă 200 lei. a) Dacă 2n este 4 % din valoarea obiectului aflaţi valoarea lui n . b) Mărirea cu p % a obiectului este un sfert din mărirea cu 3 %p a obiectului . Aflaţi p .
 Prof. Petru Oprişanu, Hîrlău
 Soluţie : a) Avem 342 200 2 8 2 2 3.100
 n n n n= ⋅ ⇒ = ⇒ = ⇒ =
 b) Din enunţ deducem că 3
 3 21200 200 4 4 2100 4 100
 p p p p p p⎛ ⎞
 ⋅ = ⋅ ⋅ ⇒ = ⇒ = ⇒ =⎜ ⎟⎝ ⎠
 .
 6. 18 : Câte numere de două cifre ab îndeplinesc condiţia2
 ba a baab+
 =⋅
 ? Dar 2 ?ba aa bab⋅
 =+
 Prof. Costache Raţă, Şc. Preventoriu, Deleni
 Soluţie :Dacă a b= atunci 12
 ba a baab+
 = =⋅
 ⇒ că sunt 9 astfel de numere.
 Dacă a b≠ , avem: 2 10 10 9 92 2 10 2
 ba ab a b a b a a b b a b a b aa a a b aab ab
 − + − + − − − − −= ⇒ = ⇒ =
 ⋅ +⇒
 ( )9 9 1 10 18 810 2 10 2
 b a b a a b a b aa b a a b a− −
 = ⇒ = ⇒ + = ⇒ =+ +
 ⇒numărul 18 verifică prima
 egalitate. În total s-au găsit 10 astfel de numere.
 Dacă a b≥ atunci, din 2ba aa bab⋅
 =+
 şi 21 1 2ba a a a b a ba bab⋅
 ≤ ⇒ ≤ ⇒ ≤ + ⇒ ≤+
 . Deci a b= .
 Dacă a b≤ atunci, din 2ba aa bab⋅
 =+
 şi 21 1 2ba a a a b a ba bab⋅
 ≥ ⇒ ≥ ⇒ ≥ + ⇒ ≥+
 . Deci a b= .
 Pentru a b= se verifică imediat egalitatea. Deci sunt 9 astfel de numere.
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 6. 19 : Se consideră numerele raţionale pozitive:
 1 3 5 2007...3 5 7 2009
 a = + + + + şi 2 2 2...3 5 2009
 b = + + + . Arătaţi că 4
 a b+∈ .
 Prof. Marcela Gosman,Şc. Buznea , Ion Neculce, Iaşi
 Soluţie : Avem :1004
 1 2 3 2 5 2 2007 2... 1 1 ...1 10043 3 5 5 7 7 2009 2009 ori
 a b ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ = + + + + + + + + = + + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 .
 Prin urmare 1004 2514 4
 a b+= = ∈ .
 6. 20 : Un număr are proprietatea (p) dacă el este egal cu suma cifrelor sale la care se adună produsul cifrelor sale. Să se determine numărul abc ştiind că bc , ca şi ab au proprietatea (p).
 Prof.Ioan Sǎcǎleanu, Lic.” Ştefan cel Mare”, Hirlău Soluţie : Dacă numărul xy are proprietatea (p) atunci avem succesiv : xy x y x y= + + ⋅ ⇒ ⇒ 10x y x y x y+ = + + ⋅ 10 9 9x x x y x x y y⇒ − = ⋅ ⇒ = ⋅ ⇒ = , adică are cifra unităţilor egală cu 9. Cum bc , ca şi ab au proprietatea (p ) rezultă că 9a b c= = = . Deci 999.abc =
 6. 21 : Să se determine x din proporţia: 7x
 defdefdefabcabcabc
 = , ştiind că 5abc def= ⋅ .
 Prof. Ana Marioara Spiridon, Şc.,, Iordachi Cantacuzino’’, Paşcani
 Soluţie : Avem :7x
 defdefdefabcabcabc
 =6 3
 6 3
 10 10710 10
 abc abc abc xdef def def
 ⋅ + ⋅ +⇒ =
 ⋅ + ⋅ +
 ( )( )
 6 3
 6 3
 10 10 1710 10 1
 abc xdef
 ⋅ + +⇒ =
 ⋅ + +
 5 5 35.7 7 7
 abc x def x x xdef def
 ⋅⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ =
 6. 22 : La ora de educaţie fizică elevii unei clase 1 2; ;...; nE E E sunt aşezaţi coliniar la o distanţă unul de celălalt ce este direct proporţională cu numerele 1; 2; 3; …; (n-1) (în această ordine) , iar distanţa între primii doi este o distanţă de doar un metru. a. Câţi elevi sunt prezenţi la oră ştiind că distanţa totală este 1 190nE E = metri ?
 b. Aflaţi ce distanţă ar fi necesară pentru o astfel de înşiruire ştiind că sunt în clasă24 elevi. Prof. Cezar – Marius Romaşcu, Şc. Picioru Lupului, Ciurea ,Iaşi.
 Soluţie : Din enunţ deducem relaţiile : 2 3 3 4 11 2 ...1 2 3 1
 n nE E E E E EE En−= = = =−
 şi 1 2 1E E metru= .
 Din 1;E 2;E ...; nE aşezaţi coliniar rezultă că 1 2 2 3 3 4 1 1... n n nE E E E E E E E E E−+ + + + = . Folosind
 proprietatea şirului de rapoarte egale găsim ( )
 1 2 2 3 1...11 1 2 3 ... 1
 n nE E E E E En
 −+ + +=
 + + + + − adică
 ( ) ( )1
 11 2 ... 1
 2n
 n nE E n
 −= + + + − = . Din a) avem ( )1 190 1 380 20nE E n n n= ⇒ − = ⇒ = elevi.
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 Din b) avem 24n = elevi. Atunci ar fi necesară distanţa de 1 2424 23 276
 2E E ⋅
 = = metri.
 6. 23 : Fie unghiul obtuz AOB şi fie semidreptele [OC şi [OD cu OC OA⊥ , OD OB⊥ , iar interioarele AOB şi COD să nu aibă puncte comune.
 a. Să se arate că unghiurile AOB şi COD sunt suplementare. b. Dacă (OE şi (OF sunt bisectoarele lui AOB , respectiv COD atunci E, O şi F sunt
 puncte coliniare. c. Calculaţi măsura unghiului FOG dacă (OG este bisectoarea lui .COB
 Prof. Popa Gabriela, Şc. Nr. 43 “D.A.Sturza”, Iaşi
 Soluţie : a) Fiind unghiuri în jurul unui punct, suma măsurilor unghiurilor AOB , BOD , COD şi AOC este de 0360 . Din ipoteză avem ( ) ( ) 090m COA m BOD= = atunci
 ( ) ( ) 0180m AOB m COD+ = , adică unghiurile AOB şi COD sunt suplementare. b) Avem: ( ) ( ) ( ) ( )m EOF m EOA m AOC m COF= + + .
 Dar, ( ) ( )2
 m AOBm EOA = ,
 ( ) ( )2
 m CODm COF = găsim că
 ( ) ( ) ( )02 902
 m AOB m CODm EOF
 + ⋅ += .
 Ţinând cont de ( ) ( ) 0180m AOB m COD+ =
 obţinem ( ) 0180m EOF = , adică EOF este unghi alungit. Deci E, O şi F sunt puncte coliniare.
 c) Avem succesiv : ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
 m COB m CODm FOG m COG m COF= − = − =
 ( ) ( ) ( ) ( ) 0090 45
 2 2 2m COD m DOB m COD m DOB+ −
 = = = = .
 6. 24 : Fie punctele A, B, C coliniare şi D, E astfel ca ( ) ( ) 45Om ABD m CBE= = . Arătaţi că punctele D, B, E sunt coliniare sau că BD BE⊥ .
 Prof. Bogdan Dorneanu, Şc. “Petru Rareş”, Hîrlău Soluţie : Din A, B, C puncte coliniare rezultă că ( ) 180Om ABC = . Dacă punctele D şi E sunt situate de aceeaşi parte a dreptei AB atunci: ( ) ( ) ( ) ( ) 180 90 90O O Om DBE m ABC m CBD m ABE⎡ ⎤= − + = − =⎣ ⎦ BD BE⇔ ⊥ .
 Dacă punctele D şi E sunt de o parte şi de cealaltă a dreptei AB atunci : ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 180Om DBE m DBA m ABE m ABE m CBE m ABC= + = + = =
 F
 A
 B
 C
 D
 E
 G
 O
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 , ,D B E sunt coliniare⇔ . Prin urmare, punctele D, B, E sunt coliniare sau că BD BE⊥ .
 6. 25 : Aflaţi cifrele a şi b, diferite de zero, din baza de numeraţie zece, ştiind că numărul natural aba20 este simultan divizibil cu 2a şi 3a.
 Prof. Spiridon Ana Marioara, Şc.,, Iordachi Cantacuzino’’, Paşcani Cum 0a ≠ rezultă că 2 2a şi cum 2 20a aba deducem 2 20aba ⇒ a este cifră pară nenulă.
 Soluţia I : Din 2a ≥ rezultă 9 3a şi cum 3 20a aba deducem 9 20 9 2 2 .aba a b⇒ + +
 Dacă 8a = atunci ( ) ( )9 2 2 8 9 18 0b b b+ ⋅ + ⇒ + ⇒ = . Deci, ar trebui să 82 20808⇒ , fals.
 Dacă 6a = atunci ( ) ( )9 2 2 6 9 14 4b b b+ ⋅ + ⇒ + ⇒ = . Deci, ar trebui să 62 20646⇒ , fals. Dacă 4a = atunci ( ) ( )9 2 2 4 9 10 8b b b+ ⋅ + ⇒ + ⇒ = . Deci, ar trebui să 42 20484⇒ , fals.
 Dacă ( ) ( )2 9 2 2 2 9 6 3a b b b= ⇒ + ⋅ + ⇒ + ⇒ = . Prin urmare 2a = şi 3b = sunt cifrele
 căutate căci 20232 este divizibil simultan cu 22 şi 23 . Soluţia a II a : Cum 2a şi 3a sunt numere prime între ele şi aba20 este simultan divizibil cu 2a şi 3a rezultă că aba20 este divizibil cu 6a ⇒ există k∈ astfel încât 20 6aaba k= ⋅ . Pentru 6a ≥ avem 66 6 6 46656 20 46656 0 20 0a a k k aba k k aba≥ ⇒ ⋅ ≥ ⋅ ⇒ ≥ ⋅ ⇒ = ⇒ = , fals.
 Dacă 4a = atunci 4204 4 6b k= ⋅ . Deoarece 4 4
 20404 2049420404 204 4 204946 6
 b k≤ ≤ ⇒ ≤ ≤
 15,7 15,8k⇒ ≤ ≤ , fals. Rezultă că 2a = 2202 2 6b k⇒ = ⋅ . Din 20202 202 2 20292b≤ ≤
 rezultă { }2 2
 20202 20292 561,1 563,6 562;5636 6
 k k k≤ ≤ ⇒ ≤ ≤ ⇒ ∈ { }36 20232;20268k⇒ ⋅ ∈ .
 Obţinem că { }202 2 20232;20268b ∈ , adică 3.b =
 6. 26 : Dacă1
 ...20072008
 200821 yyy=== şi 1 2 2008... 4034072y y y+ + + = , să se calculeze
 numerele naturale y1, y2, … , y2008 . Prof. Spiridon Gheorghe – Şcoala ,, N. Iorga’’ Paşcani
 Soluţie : Avem: 2008 1 2 20081 2 ... 4034072 4034072... 22008 2007 1 1 2 ... 2008 2009 2008 : 2 2017036
 y y y yy y + + += = = = = = =
 + + + ⋅
 Obţinem 1 2 2008 4016;y = ⋅ = 2 20082 2007 4014;.....; 2 1 2.y y= ⋅ = = ⋅ = 6. 27 : Fie ABCΔ , M mijlocul segmentului BC, D∈( BM) piciorul înălţimii din A a
 ABCΔ . Dacă CAMMADDAB ˆˆˆ ≡≡ şi m( CMA ˆ ) = 2m( MAB ˆ ), determinaţi : a) natura triunghiurilor ABM şi AMC; b) raportul dintre măsurile segmentelor AM şi CD; c) măsurile unghiurilor triunghiului ABC
 Prof. Turnea Mihaela, Lic.Teoretic “I.Neculce” Tg.Frumos
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 Soluţie : a) Cum AD este bisectoare şi înălţime în ABM rezultă că ABM este isoscel de bază BM (1)ABM BAM⇒ ≡ . Din teorema unghiului exterior pentru ABM avem ( ) ( ) ( )m AMC m ABM m BAM= + ( ) ( ) ( )2m ABM m BAM m BAM⇒ + = ⋅ , de unde ABM BAM≡ şi cu (1) rezultă că ABM este echilateral. Rezultă că AM MB MC≡ ≡ şi ( ) ( )0 0180 120m AMC m AMB= − = . Deci AMC este obtuzunghic şi isoscel.
 b) Din AD înălţime în triunghiul echilateral ABM rezultă D mijlocul lui BM. Avem
 2BCAM MC= = şi 3
 2 4BMDC DM MC BM BC= + = + = .Deci 4 2
 2 3 3AM BCDC BC
 = ⋅ =⋅
 .
 c) Din a) avem ( ) ( ) 060m B m BAM= = şi ( ) ( ) 0302
 m BAMm BAD = = . Rezultă că
 ( ) ( ) 03 90m A m BAD= ⋅ = şi ( ) 030 .m C = 6. 28 : Numerele dintr-un grup spunem că sunt „legate între ele” dacă diferenţele oricăror două din grup sunt numere consecutive.
 a) Găsiţi trei numere„legate între ele” a căror sumă să fie 2008. b) Demonstraţi că nu există un grup cu patru numere „legate între ele” .
 Prof.Ioan Sǎcǎleanu, Lic.” Ştefan cel Mare”, Hirlău Soluţie : a) Trei numere „legate între ele” sunt de forma a , a+1 şi a+3 . Cum suma lor este 2008 rezultă că a=668. Numerele căutate sunt 668, 669 şi 671 . b) Al patrulea număr „legat” de a, a+1 şi a+3 ar trebui să fie de forma a+7. Dar diferenţele lor sunt 1, 2, 3, 4, 6 , 7 şi nu sunt numere consecutive. Deci nu există 4 numere„legate între ele” . 6. 29 : Fie ,ABC dreptunghic în A cu ( ) ( )m B m C> şi D, mijlocul ipotenuzei [ ].BC Perpendiculara în D pe BC intersectează AC în punctul E.
 a. Arătaţi că ( ) ( ) ( ).m ADE m ABC m ACB= −
 b. Calculaţi măsurile unghiurilor ,ABC ştiind că [ ] [ ].AE ED≡ Prof. Popa Gabriela, Şc. Nr. 43 “D.A.Sturza”, Iaşi
 Soluţie : a) Unghiul DEC este exterior ADE . Rezultă că ( ) ( ) ( )m DEC m ADE m DAE= + (1). Din teorema
 medianei în ABC ,dreptunghic rezultă că 2
 BCAD DC= = ,
 adică ADC este isoscel DAE ACB⇒ ≡ .(2) Cum unghiurile ascuţite ale unui triunghi dreptunghic sunt complementare obţinem ( ) ( ) ( )090m DEC m ACB m ABC= − = . Înlocuind în (1)
 obţinem că ( ) ( ) ( ).m ADE m ABC m ACB= −
 b)Din [ ] [ ]AE ED AED≡ ⇒ este isoscel şi din (2) ADE DAC ACB⇒ ≡ ≡ . Folosind (a)
 avem ( ) ( )2m ABC m ACB= ⋅ şi cum ele sunt complementare găsim măsurile 0 0 030 ;60 ;90 .
 A
 B
 C
 D
 E
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 Clasa a VII a 7. 16 : Un număr de două cifre are proprietatea că produsul succesorilor cifrelor sale este egal cu succesorul numărului respectiv. Aflaţi cifrele a şi b ştiind că numerele ab şi ba au proprietatea menţionată mai sus .
 Prof.Ioan Sǎcǎleanu, Lic.” Ştefan cel Mare”, Hirlău Soluţie : Fie ab un număr cu proprietatea din enunţ. Rezultă că ( )( )1 1 1a b ab+ + = + , de unde
 1 10 1 10 9 9ab a b a b ab a a ab a b+ + + = + + ⇒ + = ⇒ = ⇒ = căci 0.a ≠ Cum ba are acceaşi proprietate rezultă că 9a = . Numărul căutat este 99. 7. 17 : Un pirat porneşte din punctual A, merge 3 km spre sud, apoi 6 km spre est, apoi 8 km spre sud, apoi 2 km spre est şi în fine, 5 km spre nord şi ajunge la punctual B, unde era ascunsă comoara. Care este distnţa în linie dreaptă între cele două puncte ?
 Prof.Mihaela Manole, Darlington High School, SC, USA Soluţie : Notăm cu X ; Y ; Z şi W, punctele în care piratul îşi schimbă direcţia de mers. Avem : 3AX km= , 6XY km= ,
 8YZ km= , 2ZW km= , 5 .WB km= Notăm intersecţia perpendicularei din B pe AX cu YZ cu T, iar cu drepta AX cu S. Cum 5ZT BW= = rezultă
 8 5 3XS YT YZ ZT= = − = − = iar 3 3 6AS AX XS= + = + = . Cum 2BT ZW= = şi 6ST XY= = rezultă că
 2 6 8BS BT TS= + = + = . Aplicând teorema lui Pitagora în ASB , dreptunghic în S , obţinem : 2 2 2AB SA SB= + ⇔ 2 2 28 6AB = + 2 100AB⇔ = . Prin urmare distanţa în linie dreaptă este de 10 km. 7. 18 : Se consideră triunghiul ABC , dreptunghic în A având perimetrul 24 şi cateta AC media
 aritmetică a celorlalte două laturi .
 a) Să se demonstreze că 5 4 3
 BC AC AB= = .
 b) Să se afle aria triunghiului ABC. Prof. Petru Oprişanu, Hîrlău
 Soluţie : Avem 24AB BC AC+ + = şi 22
 BC ABAC BC AB AC+= ⇒ + = ⋅ 8AC⇒ = şi
 16BC AB= − . Cu teorema lui Pitagora găsim că 2 2 2BC AC AB= + ⇒ ( )2 2 216 8AB AB− = + 2 2 216 2 16 64 256 64 32 6AB AB AB AB AB⇒ − ⋅ ⋅ + = + ⇒ − = ⋅ ⇒ = şi 10BC = . Prin urmare,
 are loc 25 4 3
 BC AC AB= = = şi aria ABC este egală cu 8 6 24
 2 2AB AC⋅ ⋅
 = = .
 Notă : Se poate demonstra egalităţile de la a) fără a folosi faptul că perimetrul este 24 astfel :
 22
 BC ABAC BC AB AC+= ⇒ + = ⋅ BC AC AC AB⇒ − = − ( ) ( )2 2BC AC AC AB⇒ − = −
 A
 B
 X Y
 Z W
 S
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 2 2 2 22 2BC BC AC AC AC AC AB AB⇒ − ⋅ ⋅ + = − ⋅ ⋅ + . Cum 2 2 2BC AC AB= + ⇒ 2 2 22 2BC BC AC AC BC AC AB⇒ − ⋅ ⋅ + = − ⋅ ⋅ 2 2 2AC AC AB BC AC⇒ + ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⇒
 2 2BC AC AB⇒ ⋅ = + ⋅ . Ţinând cont de 2BC AC AB= ⋅ − ⇒ 4 2 2AC AB AC AB⋅ − ⋅ = + ⋅ ⇒
 4 33 4
 AB ACAB AC⇒ ⋅ = ⋅ ⇒ = , de unde 2 1 325 5 5 4 4
 BC AC AB AC ACAC⋅ − ⋅⎛ ⎞= = ⋅ − =⎜ ⎟⎝ ⎠
 , qed.
 7. 19 : Fie triunghiul dreptunghic în A şi punctul ( )M AB∈ astfel încât ACM ABC≡ .
 Ştiind că are loc relaţia : 2 2
 2
 AM AB ACCM BC
 −= , să se demonstreze că (CM este bisectoarea
 unghiului ACB . Prof.Ioan Sǎcǎleanu, Lic.” Ştefan cel Mare”, Hirlău
 Soluţia autorului : În AMC dreptunghic în A : ( )sin AMACMMC
 = . Cum ACM ABC≡
 ( )sin AMBMC
 ⇒ = . Înlocuind în ipoteză obţinem ( )2 2
 sin AB ACBBC BC
 ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 .Ţinând cont că
 ( )sin ACBBC
 = şi că ( )cos ACBBC
 = deducem că ( ) ( ) ( )2 2sin cos sinB B B= − . Datorită
 faptului că ( ) ( )2 2cos 1 sinB B= − obţinem că ( ) ( )2sin 1 2 sinB B= − ⋅ echivalentă cu
 ( ) ( )22 sin sin 1 0B B⋅ + − = . Factorizăm: ( ) ( ) ( )22 sin 2 sin sin 1 0B B B⋅ + ⋅ − − =
 ⇔ ( ) ( ) ( )2 sin sin 1 sin 1 0B B B⋅ ⋅ + − + =⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ( )( ) ( )( )sin 1 2 sin 1 0B B⇔ + ⋅ ⋅ − = . Cum
 sinB este pozitiv⇒ ( ) ( ) 01sin 302
 B m B= ⇒ = , de unde ( ) 060m ACB = . Din
 ACM ABC≡ rezultă ( ) 030m ACM = , iar ( ) ( ) ( ) 030m BCM m ACB m ACM= − = . Prin
 urmare 030ACM MCB≡ = ⇒ (CM este bisectoarea unghiului ACB .
 Soluţia a II a (Neicu Mara) : Cum ACM ABC≡ şi 090CAM CAB≡ = ⇒ ACM ABC∼
 ⇒ 2AC AM CM AC AM ABAB AC BC
 = = ⇒ = ⋅ (1) şi AB ACBC CM
 = (2). Cu(1), (2) şi AB AM MB= +
 rezultă că ( )2 2
 2
 AM MB ACAMCM BC
 + −= ⇔
 2 2
 2
 2AM AM AM MB MB AM ABCM BC
 + ⋅ ⋅ + − ⋅= ⇔
 2 2 2
 2
 2AM AM AM MB MB AM AM MBCM BC
 + ⋅ ⋅ + − − ⋅=
 2
 2
 AM AM MB MBCM BC
 ⋅ +⇔ = ⇔
 ( )2
 MB AM MBAMCM BC
 ⋅ +⇔ = ⇔
 AM MB ABCM BC BC
 = ⋅AM MB AC AM ACCM BC CM MB BC
 ⇔ = ⋅ ⇔ = .
 Conform reciprocei teoremei bisectoarei rezultă că (CM este bisectoarea unghiului ACB .
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 7. 20 : Arătaţi că oricare ar fi n ∗∈ numărul
 A = ( )
 ( )2 1 3 2 4 3 1 1 12 1 3 2 3 4 1
 n n n nn n
 ⎛ ⎞− − − + −⎜ ⎟+ + + + + + +⎜ ⎟⋅ ⋅ ⋅ +⎝ ⎠
 este număr natural.
 Prof. Bogdan Dorneanu, Şc. “Petru Rareş”, Hîrlău
 Soluţie : Se obţine : ( )1 1 1 1 1 1 1 1... 1 11 2 2 3 3 4 1
 A n nn n
 ⎛ ⎞= − + − + − + + − + + + =⎜ ⎟+⎝ ⎠
 ( ) ( )21 1 11 1 1 1 1 11 1
 nn n n nn n
 + −⎛ ⎞ ⎡ ⎤= − + + + = ⋅ + ⋅ + + =⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎣ ⎦+ +⎝ ⎠( )2
 1 1n n+ − = ∈ căci
 condiţiile de existenţă a radicalilor ne dă n strict pozitiv şi cum n n∗ ∗∈ ⇒ ∈ . 7. 21 : Fie punctele A, B, C, D, E, F. Ştiind că este adevărată relaţia
 2 2 2AB BC CA AB DE BC EF CA FD DE EF FD+ + = ⋅ + ⋅ + ⋅ = + + , să se demonstreze că punctele D, E, F sunt coliniare dacă şi numai dacă A, B, C sunt vârfurile unui triunghi dreptunghic .
 Prof.Mihaela Turnea, Tg. Frumos ; Prof. Ioan Sǎcǎleanu, Hirlău
 Soluţie : Adunând următoarele egalităţi : ( )22 2AB DE AB AB DE DE− = − ⋅ + ;
 ( )22 2BC EF BC BC EF EF− = − ⋅ + şi ( )2
 2 2CA FD CA CA FD FD− = − ⋅ + se obţine
 ( ) ( ) ( )2 2 22 0AB DE BC EF CA FD k k k− + − + − = − + = , unde k este valoarea relaţiilor din
 enunţ . Atunci 2AB DE= ; 2BC EF= şi 2CA FD= . Prin urmare, presupunând fără a restrânge generalitatea că punctele D, E, F sunt coliniare în această ordine DF DE EF⇔ = +
 2 2 2CA AB BC⇔ = + ABC⇔ este dreptunghic în B( reciproca teoremei lui Pitagora). 7. 22 : Să se rezolve în mulţimea numerelor întregi ecuaţia : ( )3 2x y x y⋅ = ⋅ + − .
 Prof.Mihai Crăciun, Colegiul “M. Sadoveanu”, Paşcani Soluţie : Avem: ( )3 2x y x y⋅ = ⋅ + − ( )3 3 6 0 3 3 9 3x y x y x y y⇔ ⋅ − ⋅ − ⋅ + = ⇔ ⋅ − − ⋅ + = ⇔
 ( ) ( ) ( ) ( )3 3 3 3 3 3 3x y y y x⇔ ⋅ − − ⋅ − = ⇔ − ⋅ − = . Rezolvând în se obţin situaţiile: • dacă 3 1 4y y− = ⇒ = ,de unde 3 3 6;x x− = ⇒ = • dacă 3 1 2y y− = − ⇒ = , de unde 3 3 0x x− = − ⇒ = .
 Datorită simetriei ecuaţiei mulţimea soluţiilor este ( ) ( ) ( ) ( ){ }0;2 , 6;4 , 4;6 , 2;0S = . 7. 23 : În ABC , considerǎm punctele ( )D AC∈ şi ( )E AB∈ . Notǎm cu F BD CE∈ ∩ .
 Dacǎ 1BF ABFD BC
 = + şi 2CF BCEF AB
 = atunci BD este bisectoare şi CE este medianǎ în ABC .
 Prof. Ioan Sǎcǎleanu, Lic.” Ştefan cel Mare”, Hirlău
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 Soluţie : Notăm ; ; ; .AE AD DF EFx y a bBE CD BF CF
 = = = = Obţinem că 11
 EBAB x
 =+
 şi 1AC yCD
 = + .
 Aplicând teorema lui Menelau în ABDΔ pentru transversala C-F-E găsim : 1DF BE ACFB EA CD
 ⋅ ⋅ =
 ( )1 1 1a yx
 ⇔ ⋅ ⋅ + = (1)1
 x a x ay ay
 ⇔ = ⇔ − =+
 , apoi în AEC cu transversala B-F-D :
 1 11 1 (2)1 1
 CF EB AD yy b bx y bFE BA DC b x x
 ⋅ ⋅ = ⇔ ⋅ ⋅ = ⇔ = ⇔ − + =+ +
 . Rezolvarea sistemului
 format de de ecuaţiile de la (1) şi (2) ne conduce la 1b aby
 ab+
 =−
 şi 1a abx
 ab+
 =−
 .
 Avem 2 2 2
 FD EF BC AB ABabBF CF BC AB BC BC AB
 = ⋅ = ⋅ =+ ⋅ ⋅ + ⋅
 . Rezultă că 1ab ≠ căci altfel am avea
 2AB BC− = ⋅ , absurd.
 Prin calcul se obţine : ( )
 ( )222 2 12 21
 2 2
 AB BCBC ABAB BCBC AB BC ABx AB BC AB BC AB
 BC AB
 + ++ ⋅⋅ + ⋅ += = ⋅ =+ ⋅ +−
 ⋅ + ⋅
 ( )1,AE E ABEB
 ⇒ = ∈ ⇒ E este mijlocul lui ( )AB ⇒CE este mediană în ABC , iar
 ( )
 ( )
 ( )( )
 ( )2 2 21 2 2 21
 2
 AB ABBC AB BC AB BC AB BC AB BC ABab by ABab BC AB BC BC AB AB
 BC AB
 ++ ⋅ ⋅ + ⋅ + ++
 = = = ⋅ =− + ⋅ ⋅ + ⋅ −−
 +
 ( )( )22
 AB BC AB ABBC BC AB BC
 ⋅ ⋅ += =
 ⋅ ⋅ +AD ABDC BC
 ⇒ = . Conform reciprocei teoremei bisectoarei rezultă că
 AD este bisectoare în ABC .
 *** Zâmbetul Ştiinţei
 Sunt cunoscute multe legende despre Arhimedes(287-212 î.Hr.). Ca şi marii matematicieni de mai târziu (Newton în special), când Arhimede era preocupat de o problemă de matematică, uita unde se află; ba mai mult, uita şi să mănânce. Aşa, de pildă, într-o zi pe când făcea baie în apa mării îşi dădu seama că a descoperit celebra sa lege de hidrostatică: un corp scufundat în apă suferă din partea acesteia o presiune din toate părţile, care contrabalansează exact greutatea volumului de apă dezlocuit. În momentul când Arhimede a descoperit intuitiv acest principiu, pe când înota în apă, s-a reîntors la mal si s-a îndreptat gol spre casă, strigând: " Eureka, eureka", ceea ce în vechea elenă se pronunţa "evrica, evrica" şi înseamnă "am descoperit" sau "am găsit". Ce se întâmplase, ce problemă se pusese şi el descoperise soluţia?
 Culeasǎ de Huţanu Mǎdǎlina Georgiana
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 Clasa a VIII a 8. 15 : Numărul { }2 * \ 1m ∈ are proprietatea că în baza 13 ultima cifră a sa este zero, iar penultima cifră este diferită de zero. Să se demonstreze că \m∈ .
 Ing. Florin Bularda, Hîrlău Soluţie : Fie 2 ... 0
 ncifre
 m x yz= în baza 13 cu 0z ≠ , z <13 şi , 2n n∈ ≥ .Transformând în baza 10
 obţinem ( )* 2 1 213 ... 13 13nm x y z−= ⋅ + + ⋅ + ⋅ 2m⇒ este multiplu de 13 .
 Presupunem prin absurd că \m m∉ ⇒ ∈ . Din 213 13m m p∈Μ ⇒ = , p∈ . Înlocuind în
 ( )* şi împărţind prin 13, găsim : 2 213 13 ... 13pp x y z−⋅ = ⋅ + + ⋅ + . Rezultă că z este multiplu de 13 . Dar z<13, de unde z=0, contrazicând ipoteza. Prin urmare, conform metodei reducerii la absurd, avem că \m∈ .
 8. 16 : Fie fracţia algebrică ( )2 222 223
 9 2007x xF x
 x− ⋅ −
 =−
 .
 a) Efectuaţi calculul ( ) ( )1 223x x+ ⋅ − . b) Simplificaţi fracţia F . c) Arătaţi că ( )2007 2005 2003 2001 ... 5 3 9 1004F− + − + − + = ⋅ .
 Prof. Petru Oprişanu, Hîrlău Soluţie : Avem ( ) ( ) 21 223 222 223.x x x x+ ⋅ − = − ⋅ − Fracţia se simplifică cu ( )223x − şi se
 obţine ( ) 19
 xF x += . Membrul stâng al egalităţii de la c) are 1003 termeni şi pe primii 1002 îi
 vom grupa în 501 grupe de doi termeni este egal cu ( ) ( ) ( )2007 2005 2003 2001 ... 7 5 3 501 2 3 1005− + − + + − + = ⋅ + = , iar membrul drept este
 ( ) 1004 19 1004 9 10059
 F +⋅ = ⋅ = , de unde egalitatea.
 8. 17 : Să se rezolve în mulţimea numerelor reale ecuaţia:
 2 1 832 1 2 2 .3 2 144
 x y z u v x y z u v+ + + + = + ⋅ + ⋅ + ⋅ − + ⋅ − +
 Prof.Mihai Crăciun, Colegiul “M. Sadoveanu”, Paşcani
 Soluţie : Ecuatia se scrie2
 21⎟⎠⎞
 ⎜⎝⎛ −x +
 2
 31⎟⎠⎞
 ⎜⎝⎛ −y +
 2
 41⎟⎠⎞
 ⎜⎝⎛ −z + ( )211 −−u + ( )212 −−v =0
 ⇒ x=41 , y=
 91 , z=
 161 , u=2, v=3.
 8. 18 : Să se calculeze 3 3a b c+ − , ştiind că :
 2 2 210 25 6 9 12 36 0a a b b c c− + + + + + − + ≤ . Prof. Spiridon Gheorghe – Şcoala ,, N. Iorga’’ Paşcani
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 Soluţie : Cum radicalii sunt numere nenegative rezultă că şi suma lor este nenegativă. Prin urmare 2 2 210 25 6 9 12 36 0a a b b c c− + + + + + − + = . Rezultă că fiecare termen al sumei
 este nul. Obţinem că
 2 2
 2 2
 2 2
 2 5 5 02 3 3 02 6 6 0
 a ab bc c
 ⎧ − ⋅ ⋅ + =⎪ + ⋅ ⋅ + =⎨⎪ − ⋅ ⋅ + =⎩
 ( )( )( )
 2
 2
 2
 5 0
 3 0
 6 0
 a
 b
 c
 ⎧ − =⎪⎪⇔ + =⎨⎪
 − =⎪⎩
 53
 6
 abc
 =⎧⎪⇔ = −⎨⎪ =⎩
 . Valoarea expresiei este
 ( )3 3 3 5 3 3 6 15 9 6 0a b c+ − = ⋅ + ⋅ − − = − − = . 8. 19 : Două paralelipipede dreptunghice cu dimensiunile a, b, c respectiv x, y, z. au diagonalele egale cu a x b y c z⋅ + ⋅ + ⋅ . Să se demonstreze că cele două paralelipipede sunt congruente .
 Prof. Aurel Neicu, Lic.” Ştefan cel Mare”, Hirlău Soluţie : Notăm cu d, lungimea diagonalelor paralelipipedelor. Din formula diagonalei unui paralelipiped dreptunghic rezută că 2 2 2 2d a b c= + + şi 2 2 2 2d x y z= + + . Adunândrelaţiile găsim ( )2 2 2 2 2 2 22 1d a b c x y z⋅ = + + + + + . Din ipoteză avem d a x b y c z= ⋅ + ⋅ + ⋅ ⇒
 ( )22 2 2 2 2d ax by cz⋅ = + + . Din (1) şi (2) 2 2 2 2 2 2 2 2 2a b c x y z ax by cz⇒ + + + + + = + + ⇔
 ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 22 2 2 0a ax x b by y c cz z⇔ − + + − + + − + = ⇔ ( ) ( ) ( )2 2 2 0a x b y c z− + − + − = . Fiind numere nenegative rezută că a x= ; b y= ; c z= . Prin urmare paralelipipedele dreptunghice au dimensiunile egale, adică ele sunt congruente. 8. 20 : Un tetraedru are exact patru unghiuri drepte şi trei laturi de lungime a cm. Să se determine a ştiind că valoarea numerică a ariei tetraedrului este egală cu cea a volumului.
 Prof. Ioan Sǎcǎleanu, Lic.” Ştefan cel Mare”, Hirlău Soluţie : Cum cele patru feţe tetraedrului ABCD sunt triunghiuri şi cum un triunghi nu poate avea două unghiuri drepte rezultă că feţele sunt triunghiuri dreptunghice (1) căci tetraedrul are exact patru unghiuri drepte. Dacă cele trei laturi congruente ar avea un un vârf comun, fie acesta A atunci AB AC AD a= = = , ,ABC ACD ABD⇒ sunt isocele, fiind şi dreptunghice rezultă că 2BC BD CD a= = = BCD⇒ este echilateral şi nu dreptunghic, contrazice (1). Prin urmare muchiile ce pornesc din acelaşi vârf nu pot fi congruente (2). Există cel puţin un vârf din care pornesc două muchii de lungime a . Fie acestea AB a= şi BC a= . Atunci ABC este isoscel şi cum el este şi dreptunghic rezultă că 2AC a= şi ( ) 090m ABC = . Din (2) rezultă că BD a≠ . Cea de a treia muchie de lungime a o putem alege
 dintre CD sau AD. Vom considera CD a= , cealaltă situaţie având o abordare identică. Cum BCD este isoscel şi dreptunghic rezultă 2BD a= şi ( ) 090m BCD = . Deoarece ACD este
 dreptunghic şi CD AC< atunci el nu poate avea unghiul drept în A. Dacă ( ) 090m CDA = atunci rezultă cu Pitagora că AD a= , de unde AB, BC, CD, AD au toate lungimea a , contrazicând faptul că tetraedrul are exact trei muchii de lungime a cm.
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 Prin urmare ( ) 090m ACD = şi 3AD a= . Din reciproca teoremei lui Pitagora în
 ( ) 090ABD m ABD⇒ = . Prin urmare cele patru unghiuri drepte sunt ,ABC ,BCD CDA şi ABD , iar cele trei muchii egale : AB BC CD a= = = .
 Din AB BC⊥ şi ( )AB BD AB BCD⊥ ⇒ ⊥ . Avem : volumul 3
 3 3 2 6BCDAB A a a a aV ⋅ ⋅
 = = ⋅ = şi
 aria totală ( )222 2 2 2 1 22 2t ABC ACD
 a a a aA A A a⋅ ⋅= ⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅ = + . Cum ele numeric sunt
 egale rezultă 6 6 2a = + . 8. 21 : Fie A,B,C,D patru puncte necoplanare si N mijlocul segmentului (BD) si S (BC) astfel incat AS să nu fie perpendicular pe BC. Dacă ,BM AS M AS⊥ ∈ demonstraţi că
 ( )MN ADC dacă şi numai dacă (AS este bisectoarea BAC . Prof. Nicu Gosman, Şc.,,G.Ibraileanu” ,Tg.Frumos
 Soluţie : Notăm , .T BM AC T AC∈ ∩ ∈ Atunci (AS este bisectoarea BAC
 (AM⇔ este bisectoare în ABT şi cum AM este înălţime
 AM⇔ este mediană M⇔ este mijlocul lui ( )BT ⇔ MN este linie mijlocie în BTDΔ ⇔ MN DT şi cum ( )DT ADC⊂ ⇔ ( )MN ADC .
 *** Zâmbetul Ştiinţei
 Arhimede, primul care a studiat şi a stabilit legea pârghiilor, ar fi spus (ni s-a transmis aceasta printr-un text doric): "Daţi-mi ceva pe care să pot sta şi vă voi ridica Pământul". Regele Hieron al III-lea al Siracuzei i-a cerut lui Arhimede o explicaţie mai palbabilă a acestei afirmaţii. Atunci Arhimede i-a arătat lui Hieron o corabie pe care o trăgeau la mal, greu de tot, mulţi marinari şi i-a spus că o va trage singur mult mai simplu. Şi a făcut demonstraţia cu ajutorul macaralei, trăgând singur şi uşor corabia la mal.
 *** Arhimede îsi desena figurile pe nisipul plajei, pe pământ bătut sau în cenusă pusă pe o pardoseală ori pe propriul să corp, uns în prealabil cu untdelemn; pe corp trasa figurile cu ajutorul unghiei. Când generalul roman Marcellus a cucerit în anul 212 î.e.n. Siracusa din Sicilia, oraşul lui Arhimede, un soldat roman a dat peste acest geniu contemplându-şi cercurile pe care le desenase pe nisip. "Nolite turbare circulos meos!" (nu-mi strica cercurile) i-a strigat Arhimede soldatului; dar romanul, iritat, l-a înjunghiat cu spada, omorându-l.
 Culeasǎ de Cǎlinescu Ana Ioana
 A
 B
 C
 D
 S
 N
 T
 M
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 MATEMATICA LICEALĂ Clasa a IX a 9. 16 : Fie funcţia :f → , ( ) 2 6 ,f x x x m m= − + + ∈ . Determinaţi 2, , ,V Vm x y x
 ştiind că tabelul de variaţie al funcţiei este: ( )
 210 0
 V
 V
 x x xf x y
 −∞ +∞
 şi apoi, reprezentaţi grafic funcţia. Prof. Petru Oprişanu, Hîrlău
 Soluţie : Din tabel, deducem că ( )1 0 5f m= ⇒ = − , că 2x este soluţie a ecuaţiei ( ) 0f x = şi că
 ( );V Vx y sunt coordonatele vârfului parabolei. Cum ecuaţia 2 6 5 0x x− + − = are soluţiile 1 şi 5,
 rezultă că 2 5x = . Din 2Vbxa
 = − rezultă 3Vx = , iar ( ) ( )3 4V Vy f x f= = = . Tabelul de variaţie
 al funcţiei astfel obţinute este ( )................0...........1..........2...........3..........4...........5.............6..............
 5 0 3 4 3 0 5
 Vx
 f x−∞ −∞
 −∞ − − −∞ . Reprezentarea grafică se obţine imediat. 9. 17 : Fie numerele întregi a, b şi c. Dacă c este multiplul lui 5 , iar 15 divide suma lor atunci suma cuburilor lor este multiplu de 15 .
 Prof.Mihai Crăciun, Colegiul “M. Sadoveanu”, Paşcani Soluţie :Din 5 153c abc∈Μ ⇒ ∈Μ . Cum 15a b c+ + ∈Μ ⇒ ( )( ) 153 a b c ab ac bc+ + + + ∈Μ şi
 ( )315a b c+ + ∈Μ .Ţinând cont de ( ) ( )( )3 3 3 3 3 3a b c a b c a b c ab ac bc abc+ + = + + + + + + + −
 deducem că 3 3 3a b c+ + este multiplu de 15. Notă: Se poate demonstra şi cu ( )( )3 3 3 2 2 2a b c a b c a b c ab bc ca 3abc.+ + = + + + + − − − +
 9. 18 : Prin scrierea nmp
 înţelegem numărul m p np
 ⋅ + având n p≥ şi *p∈ . Considerăm
 *,a b +∈ . Ştiind că rădăcina pătrată din produsul numerelor reale 21 ab
 şi 21 ba
 este numărul
 112 a b⋅ ⋅
 , să se arate că ( )3 0, 4 9a b⋅ > .
 Nicu Goşman, Tg. Frumos, Ioan Sǎcǎleanu, Hirlău
 Soluţie : Condiţia din enunţ se scrie : 2 2
 11 1 12
 a bb a ab
 ⋅ = ⇔22 2
 2 2
 2 12
 b a a b abb a ab+ + +⎛ ⎞⋅ = ⎜ ⎟
 ⎝ ⎠⇔
 2 2 3 3 2 2
 2 2 2 2
 4 4 14
 a b b a ab a b aba b a b
 + + + + += 2 2 3 3 11
 4a b b a ab ab⇔ + + + = + + ⇔ 3 3 1
 4a b+ = .
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 Datorită « scrierii » din enunţ rezultă că 2 3
 2 3
 a b ab bb a ab a⎧ ≥ ⇒ ≥⎨
 ≥ ⇒ ≥⎩. Însumându-le obţinem
 3 32ab a b≥ + ⇔ 18
 ab ≥ . Inegalitatea este strictă căci altfel 2
 2
 18
 a bab
 b a⎧ =
 = ⇒ ⎨=⎩
 4a a⇒ =
 { }, 0;1a b⇒ ∈ , contrazice 3 3 14
 a b+ = . Prin urmare, ( )3 31 1 0,5 0, 4 98 2
 ab > = = = .
 Notă : Aplicând inegalitatea mediilor găsim că 3 3 3 32a b a b+ ≥ ( )318
 ab⇒ ≥ 12
 ab⇒ ≥
 14
 ab⇒ ≤ cu egalitate pentru 12
 a b= = . Prin urmare, 1 1,8 4
 a b ⎛ ⎤⋅ ∈⎜ ⎥⎝ ⎦.
 9. 19 : Să se demonstreze că pentru orice x real, are loc inegalitatea:
 422 22cos1sin1 >+++ xx . Prof. Spiridon Gheorghe , Şc. ,, N. Iorga’’, Paşcani
 Soluţie : Aplicând inegalitatea mediilor, obţinem succesiv : 2 2 2 2 2 2 2 21 sin 1 cos 2 1 sin 1 cos 2 1 sin cos sin cosx x x x x x x x+ + + ≥ + ⋅ + = + + + ⋅ =
 2 24 42 2 sin cos 2 2x x= + ⋅ ≥ . Pentru a avea egalitate, ar trebui ca 2 21 sin 1 cosx x+ = + şi 2 2sin cos 0x x⋅ = 2 2sin cos 0x x⇒ = = . Dar 2 2sin cos 1x x+ = 0 1⇔ = , absurd.
 Deci inegalitatea este strictă. 9. 20 : a) Există funcţii :f → care să verifice egalitatea:
 ( )∗ ( ) ( ) , ,y f x f x y x y+ = + ∀ ∈ ∀ ∈ ? b) Există funcţii :f → care să verifice egalitatea:
 ( )∗∗ ( ) ( ) , ,y f x f x y x y+ = + ∀ ∈ ∀ ∈ ? Aurel Neicu şi Ioan Sǎcǎleanu, Lic.” Ştefan cel Mare”, Hirlău
 Soluţie : a) Presupunem, prin absurd că există o funcţie ce verifică relaţia ( )∗ . Înlocuind cu ( )
 0x y∗
 = = ⇒ ( )0 0f ≥ . Înlocuind în ( )∗ pe 0x = şi pe 1y = obţinem ( ) ( )1 1 0f f= + . Cum
 ( )0 0f ≥ deducem că ( ) ( )1 1 0f f= + (1). Pentru 1x = şi 1y = − ( )
 ( ) ( )1 1 2f f∗
 ⇒ − + = ( )1
 ⇒ ( )
 ( ) ( ) ( ) ( )1
 0 2 0 2f f f f⇒ = ⇒ = (2). ( )
 ( ) ( ) ( ) ( )1
 0 2 0 2f f f f⇒ = ⇒ = Pentru 0x = şi 2y = ( )
 ( ) ( ) ( ) ( )( )
 ( ) ( )2
 2 0 2 2 0 2 2 0 0 2 0f f f f f f∗
 ⇒ + = ⇒ + = ⇒ + = ⇒ = , absurd. Prin urmare, conform metodei reducerii la absurd rezultă că nu există o astfel de funcţie. b) Înlocuind în ( )∗∗ pe 0x = obţinem că ( ) ( )0 ,y f f y y+ = ∀ ∈ (1) . Modulul fiind un
 număr nenegativ reyultă că ( ) 0,f y y≥ ∀ ∈ (2) . Pentru 0y = relaţia ( )∗∗ ne conduce la
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 ( ) ( )( )
 ( ) ( )2
 , ,f x f x x f x f x x= ∀ ∈ ⇒ = ∀ ∈ (3) . Pentru y x= şi cum ( )0 0x f+ ≥
 egalitatea (1) ne dă ( ) ( )( )
 ( ) ( )3
 0 0 ,x f f x f x x f x+ = ⇒ = + ∈ (4) . Înlocuind în (4),
 respectiv în (1) pe ( )0y f= − se obţin egalităţile : ( )( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 2 0f f f f f− = − + = ⋅ şi
 ( ) ( ) ( )( )0 0 0f f f f− + = − , de unde ( ) ( )0 2 0 0 0f f= ⋅ ⇒ = . Obţinem din (4) că funcţia
 modul ( ): ,f f x x→ = este singura care verifică relaţia ( )∗∗ .
 9. 21 : Rezolvaţi în mulţimea numerelor reale ecuaţia: xxxx 6533
 2 2 +=⎥⎦
 ⎤⎢⎣
 ⎡⎥⎦⎤
 ⎢⎣⎡−
 + .
 Prof. Turnea Mihaela, Lic.Teoretic “I.Neculce” Tg.Frumos
 Soluţie : Notăm , .3x k k⎡ ⎤ = ∈⎢ ⎥⎣ ⎦
 Cu ajutorul definiţiei părţii întregi se obţine succesiv :
 1 3 3 3 3 2 2 3 53xk k k x k k x k≤ < + ⇔ ≤ < + ⇔ + ≤ + < +
 2 2 53 3 3
 xk k+⇔ + ≤ < + , de unde
 2 2 5 2 2 53 3 3 3 3 3 3
 x x xk+ + ⎡ ⎤≤ − < ⇔ ≤ − <⎢ ⎥⎣ ⎦ . Dacă 2 2 1
 3 3 3x x+ ⎡ ⎤≤ − <⎢ ⎥⎣ ⎦
 2 03 3
 x x⎡ + ⎤⎡ ⎤⇒ − =⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦. Atunci
 ( )2 65 6 0 5 6 0 0;5
 x x x x x ⎧ ⎫+ = ⇔ + = ⇔ ∈ −⎨ ⎬⎩ ⎭
 dintre care numai 0x = este soluţie. Dacă
 2 513 3 3
 x x+ ⎡ ⎤≤ − <⎢ ⎥⎣ ⎦ 2 1
 3 3x x⎡ + ⎤⎡ ⎤⇒ − =⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦
 2 25 6 1 5 6 1 0x x x x⇒ + = ⇔ + − = găsindu-se
 14 35
 x ±= dintre care numai 14 3
 5x += este soluţie. Deci 14 30;
 5S
 ⎧ ⎫+⎪ ⎪= ⎨ ⎬⎪ ⎪⎩ ⎭
 .
 9. 22 : Un trapez isoscel de baze B şi b are laturile neparalele perpendiculare. Să se arate că
 valoarea absolută a cosinusului unghiului format de diagonalele sale este egală cu 2 2
 2 b BB b⋅ ⋅+
 .
 Prof. Aurel Neicu, Lic.” Ştefan cel Mare”, Hirlău Soluţie : FieABCD un trapez isoscel cu baza mare BC B= şi cea micǎ AD b= Avem AC BD= . Considerǎm un sistem cartezian de axe cu originea în O, intersecţia laturilor neparalele şi semiaxele pozitive AB şi CD.
 DOAΔ este dreptunghic isoscel 22
 bOA OD⇒ = = . Obţinem
 2 ,02
 bA⎛ ⎞⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
 şi 20,2
 bD⎛ ⎞⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
 . Analog, 2 ,02
 BB⎛ ⎞⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
 , 20,2
 BC⎛ ⎞⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
 .
 O A B
 C
 D
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 Avem 2 2,2 2
 b BAC⎛ ⎞−⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
 şi 2 2,2 2
 B bBD⎛ ⎞−⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
 .
 Atunci produsul scalar este 2 2 2 22 2 2 2
 b B B bAC BD B b⎛ ⎞ ⎛ ⎞
 ⋅ = − ⋅ − + ⋅ = ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 (1). Pe de altǎ
 parte, 2cos cosAC BD AC BD u AC u⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅ (2), unde u este mǎsura unghiului ascuţit al
 diagonalelor. Din formula distanţei avem2 2 2 2
 2 2 22 2 2
 b B b BAC⎛ ⎞ ⎛ ⎞ +
 = + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 . Din (1) şi (2)
 rezultǎ cǎ 2 2
 2 2
 2cos cos2
 b B b BB b u ub B
 + ⋅ ⋅⋅ = ⋅ ⇒ =
 + , ceea ce trebuia demonstrat.
 9. 23 : În sistemul cartezian de coordonate Oxy, se consideră dreapta (d) de ecuaţie
 3 5 0x y− + = . Să se arate că coordonatele punctelor ( ) [ ], 2 ,1P a b d cu a∈ ∈ − verifică
 egalitatea : ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 22 1 1 2 10a b a b+ + − + − + − = . Prof. Ioan Sǎcǎleanu, Lic.” Ştefan cel Mare”, Hirlău
 Soluţia I: Din ( ) 5, 3 5 03
 aP a b d a b b +∈ ⇒ − + = ⇒ = , de unde 21
 3ab +
 − = şi 123
 ab −− = .
 Membrul stâng al egalităţii devine succesiv : ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 22 1 1 2a b a b+ + − + − + − =
 ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 21 12 2 1 19 9
 a a a a= + + + + − + − =10 102 13 3
 a a+ + − . Cum [ ]2,1a∈ −
 avem ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 102 1 1 2 2 1 103
 a b a b a a+ + − + − + − = + + − = .
 Soluţia a II a : În sistemul cartezian xOy se consideră punctele ( )2;1A − şi ( )1;2B .
 Ecuaţia dreptei AB este 1 2 3 3 2 3 5 02 1 1 2
 A A
 B A B A
 y y x x y x y x x yy y x x− − − +
 = ⇔ = ⇔ − = + ⇔ − + =− − − +
 ,
 adică dreptele AB şi d coincid. Din ( ),P a b d P AB∈ ⇔ ∈ . Cum [ ]2;1 2 1a a∈ − ⇒ − ≤ ≤ ⇒
 [ ]A P Bx x x P AB AP PB AB⇒ ≤ ≤ ⇒ ∈ ⇒ + = . Folosind formula distanţei obţinem succesiv :
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 22 1 1 2 2 1 1 2 10a b a b+ + − + − + − = − − + − = . Notă: Cu notaţiile de la soluţia a II a vom demonstra reciproca afirmaţiei din enunţ. Formula
 distanţei ne dă: ( ) ( )2 22 1a b PA+ + − = ; ( ) ( )2 21 2a b PB− + − = şi 10 AB= . Egalitatea
 din enunţ devine [ ]AP PB AB P AB+ = ⇒ ∈ şi A P Bx x x≤ ≤ ⇔ ( ) [ ], 2 ,1P a b d cu a∈ ∈ − .
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 Clasa a X a 10. 17: Să se rezolve ecuaţia: 2009 2009 3 2 2009 2 .x x x+ + + = +
 Prof. Petru Oprişanu, Hîrlău Soluţia I:Avem 2009 2 2009 2009 3 2009 3 4 2009 4 2009 2x x x x x x+ + ⋅ + ⋅ + + + = ⋅ + ⋅ ⋅ + obţinută prin ridicare la pătrat. Izolând radicalii şi apoi, ridicând din nou la pătrat deducem succesiv : 2009 2009 3 2 2009x x x+ ⋅ + = + ⇔ ( ) ( ) ( )22009 2009 3 2 2009x x x+ ⋅ + = + ⇔
 2 2 2 22009 4 2009 3 4 4 2009 2009x x x x⇔ + ⋅ ⋅ + = + ⋅ ⋅ + 2 0 0x x⇔ = ⇔ = , care este soluţie întrucât verifică condiţiile de existenţă necesar impuse.
 Soluţia a II a : Notăm cu 2009a x= + ; 2009 3b x= + . Deducem 2 2
 2009 22
 a b x+= + .
 Ecuaţia din enunţ devine : 2 2
 22
 a ba b ++ = . Ridicând la pătrat obţinem succesiv :
 ( )2 2
 22 2 2 22 2 0 0 2009 2009 32
 a ba ab b a ab b a b a b x x++ + = ⇔ − + = ⇔ − = ⇔ = ⇔ + = +
 0x⇔ = , soluţia căutată. 10. 18: Găsiţi cel puţin 1003 soluţii ale ecuaţiei :
 ( ) ( )1 2 2007 1 2 20071 ... 2007 1 ... 2007z z z z z z+ + + + + = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ . Prof. Ioan Sǎcǎleanu, Lic.” Ştefan cel Mare”, Hirlău
 Soluţie : Se observă că 1z = nu este soluţie a ecuaţiei . Ţinând seama de faptul că termenii primei paranteze sunt în progresie geometrică de raţie 1z ≠ putem transforma ecuaţia astfel :
 ( ) ( )210042008 20071 2 ... 2007 1004
 11 2007 2007 2007 20071 1
 zz z zz z
 + + +−−
 + = ⋅ ⇔ + = ⋅− −
 . Dacă am avea
 1004 1z = atunci 2
 20071 1 2007 1 20071z−
 + = ⋅−
 , adevărată. Prin urmare orice soluţie diferită de 1 a
 ecuaţiei 1004 1z = este soluţie şi a ecuaţiei date. Cum ecuaţia binomă are 1003 soluţii diferite de 1
 şi anume rădăcinile de ordin 1004 ale unităţii : 2 2cos sin , 1,10031004 1004k
 k ki kπ πε = + ⋅ = rezultă
 cerinţa problemei. 10. 19: Fie ecuaţia: 2 2 2cos sin 0x xβ β⋅ − + = , β fiind parametru real .
 a) Determinaţi β astfel încât ecuaţia să nu aibă două soluţii reale.
 b) Dacă o soluţie a ecuaţiei date este 13
 , care este valoarea lui β ?
 Prof. Aurel Neicu, Lic.” Ştefan cel Mare”, Hîrlău Soluţie : a) Dacă 2cos 0β = atunci 2sin 1β = , iar ecuaţia are o singură soluţie egală cu 1 .Dacă
 2cos 0β ≠ atunci discriminantul ecuaţiei este ( )2 2 21 4 sin cosβ βΔ = − − ⋅ ⋅ . Ţinând cont de
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 formula fundamentală a trigonometriei obţinem ( ) ( )2 2 21 4 1 cos cosβ βΔ = − − ⋅ − ⋅ ⇔
 ( )22 41 4 cos 4 cos 2 cos 1β β βΔ = − ⋅ + ⋅ = ⋅ − . Atunci soluţiile sunt 2
 1,2 2
 1 2cos 12cos
 xβ
 β
 ± −= , de unde
 1 1x = şi 2 2 2
 22 2 2 2
 2 2cos 1 cos sin2cos cos cos
 x tgβ β β ββ β β
 − −= = = = . Cum pentru orice β ecuaţia are cel
 puţin o soluţie rezultă că nu există β în condiţiile din enunţ.
 b) Cum soluţiile ecuaţiei pot fi 1 şi 2tg β rezultă că 2 1 33 3
 tg tgβ β= ⇔ = ± . Deducem că
 3 ,3
 arctg k kβ π⎛ ⎞
 = ± + ∈⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
 3 ,3
 arctg k kβ π⇔ = ± + ∈ ,6
 k kπβ π⇔ = ± + ∈ .
 10. 20: Determinaţi numărul de triunghiuri ale căror laturi sunt numere naturale mai mari ca 10 şi nedepăşind 20. Câte triunghiuri sunt isoscele? Dar echilaterale?
 Prof. Oana Rădeanu, S.A.M. , Hîrlău Soluţie : Lungimile laturilor triunghiului se găsesc în mulţimea { }11,12,..., 20A = . Elementele
 mulţimii A sunt de forma 10 , 1,10a k k= + = . Suma oricăror două astfel de elemente este mai mare decât un al treilea căci ( ) ( )10 10 20 20 10k p k p n+ + + = + + > ≥ + . Rezultă că se pot construi triunghiuri ale căror laturi sunt numere naturale din A. Pentru a număra triunghiurile scalene (cu laturile două câte două diferite) este suficient să
 alegem 3 elemente din mulţimea A, adică 310
 10! 7! 8 9 10 4 3 10 1207! 3! 7! 6
 C ⋅ ⋅ ⋅= = = ⋅ ⋅ =
 ⋅ ⋅ triunghiuri
 scalene. Pentru a număra triunghiurile « pur » isoscele ( cu exact 2 laturi neegale) e nevoie să alegem , mai întâi laturile necongruente care sunt în număr de 2
 10C şi apoi, din cele 2 laturi alese
 să mai alegem una, adică 12C . Vom avea în total 2 1
 10 210! 2! 8! 9 10 90
 8! 2! 1! 1! 8!C C ⋅ ⋅
 ⋅ = ⋅ = =⋅ ⋅
 triunghiuri
 « pur » isoscele. Triunghiurile echilaterale sunt bine determinate prin alegerea unei lungimi din
 mulţimea A, adică avem 110
 10! 9! 10 109! 1! 9!
 C ⋅= = =
 ⋅ triunghiuri echilaterale. Prin urmare numărul
 total de triunghiuri este 120 90 10 220+ + = . Dacă prin extindere privim triunghiul echilateral ca fiind şi isoscel atunci vom avea 90 10 100+ = triunghiuri isoscele. Notă : Se observă că 3 2 1 1 3
 10 10 10 10 12C C C C C+ ⋅ + = , numărul total de triunghiuri.
 10. 21: Se dă un triunghi ABC cu centrul de greutate G şi două puncte M şi N în spaţiu. Notând cu P mijlocul segmentului MN, să se exprime suma de produse scalare
 NCMCNBMBNAMAS ⋅+⋅+⋅= în funcţie de lungimile laturilor triunghiului dat şi de lungimile MN=l şi GP=λ.
 Prof. Turnea Mihaela, Lic.Teoretic “I.Neculce” Tg.Frumos
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 Soluţie : Avem succesiv: ( ) ( ) 2 2MN MNAM AN AP PM AP PM AP AP
 ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⋅ = + ⋅ + = − ⋅ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
 ⎝ ⎠ ⎝ ⎠, de
 unde 2 2
 2 2
 4 4MN lAM AN AP AP⋅ = − = − Analog,
 22
 4lBM BN BP⋅ = − şi
 22
 4lCM CN CP⋅ = − .
 Obţinem 2
 2 2 2 34lS AM AN BM BN CM CN AP BP CP= ⋅ + ⋅ + ⋅ = + + − (1) . Cum G este centrul
 de greutate al ABCΔ rezultǎ conform unei relaţii metrice de tip Leibniz cǎ 2 2 2
 2 2 2 2 2 2 2 23 33
 a b cPA PB PC PG AG BG CG λ + ++ + = + + + = ⋅ + , unde a, b, c sunt lungimile
 laturilor triunghiului. Înlocuind în (1) gǎsim cǎ 2 2 2 2
 2 333 4
 a b c lS λ + + ⋅= ⋅ + −
 10. 22: Să se determine numerele reale , , 1a b c ≥ ştiind că are loc egalitatea :
 ( )( ) ( )( ) ( )( )max ln ;ln max ln ;ln max ln ;ln max ln ;ln max ln ;ln max ln ;lna b cc a b a bc b ac c abb c a
 ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + = + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 Prof. Ioan Sǎcǎleanu, Lic.” Ştefan cel Mare”, Hirlău
 Soluţie : Folosind formula : ( )max ;2
 x y x yx y
 + + −= găsim că :
 ln lnmax ln ; ln
 2
 xz xy yzx z
 y
 +⎛ ⎞
 =⎜ ⎟⎝ ⎠
 (1) şi ( )( )( )ln ln
 max ln ; ln2
 xxyzyz
 x yz+
 = (2) .
 Ţinând cont de acestea, membrul stâng al egalitaţii din enunţ se transformă succesiv :
 ( )ln ln ln ln ln ln ln ln ln lnac a ab b bc c a b cabcb bc c ac a ab bc ac ab+ + + + + = + + + , iar membrul
 drept devine : ( )3ln ln ln lna b cabcbc ac ab
 + + + .
 Prin urmare ( ) ( )3ln lnabc abc= ( )ln 0 1abc abc⇒ = ⇒ = Cum , , 1a b c ≥ atunci 1abc = cu egalitate dacă 1a b c= = = .
 Clasa aXI a 11. 13: Forţa de frânare a unei frâne electrice cu şaibă este dată în funcţie de viteza
 periferică x , de formula ( ) 2 2 ; , 0; 0axF x a b xb x
 = > ≥+
 . Să se determine forţa de frânare cea mai
 mare posibilă. Prof. Teodora Dana Pavel, Lic.” Ştefan cel Mare”, Hîrlău
 Soluţie : Determinăm punctele de maxim ale funcţiei [ ) ( ) 2 2: 0, , axF F xb x
 ∞ → =+
 . Conform
 teoremei lui Fermat ele se găsesc printre soluţiile ecuaţiei ( )/ 0F x = . Cum
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 ( )( ) ( ) ( )
 ( ) ( )( )( )( )
 // 2 2 2 2 2 2 2/
 2 2 22 2 2 2 2 2
 2ax b x ax b x a b x b xab ax axF xb x b x b x
 ⋅ + − ⋅ + + −+ −= = =
 + + + rezultă că x b=
 este viteza periferică maximă întrucât din ( ) ( )/sgn sgnF x b x= − avem că ( )/F x este pozitivă
 pe [ ]0;b şi negativă pe [ );b ∞ . Prin urmare, forţa de frânare cea mai mare posibilă este
 ( ) 2 2 2ab aF b
 b b b= =
 + .
 11. 14: Se consideră funcţia ( ): 1,f − ∞ → , ( ) ( )ln 1 1xf x e x= − + − . a) Să se determine asimptotele funcţiei f şi intervalele de monotonie.
 b) Să se arate că ( ) ( )1 1
 ln 11log log , 0,x
 e e
 xe xx x
 +⎛ ⎞⎛ ⎞−≤ ∀ ∈ ∞⎜ ⎟⎜ ⎟
 ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ .
 Prof. Aurel Neicu, Lic.” Ştefan cel mare”, Hîrlău Soluţie : a) Deoarece în avem ( )ln 0+ = −∞ atunci ( ) 1
 1lim ln 0 1x
 f x e−
 −= − − = ∞ . Aşadar
 1x = − este asimptotă verticală la dreapta spre .+∞ Aplicând teorema L’Hospital obţinem
 ( )( )
 ln 1 1lim lim 01x xx x
 xe x e
 ∞∞
 →∞ →∞
 += =
 +. Deci ( ) ( ) ( )ln 1
 lim lim 1 1 1 0 1xxx x
 xf x e
 e→∞ →∞
 +⎛ ⎞= − − = ∞ − − = ∞⎜ ⎟
 ⎝ ⎠, de
 unde rezultă că nu există asimptotă orizontală la .+∞ Ţinând cont că '
 lim lim1
 x x
 x L H x
 e ex
 ∞∞
 →∞ →∞= = ∞
 şi că ( ) ( ) ( )ln 1 1lim lim 1 1 0 0x
 xx x
 f x xemx x e x→∞ →∞
 ⎡ ⎤+⎛ ⎞= = − − = ∞ − − = ∞⎢ ⎥⎜ ⎟
 ⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦ atunci nu există nici
 asimptotă oblică la .+∞
 Derivatele de ordinul I şi II ale funcţiei f sunt ( )/ 11
 xf x ex
 = −+
 şi ( )( )
 / /2
 11
 xf x ex
 = ++
 . Cum
 derivata a doua este pozitivă pe ( )1;− ∞ rezultă că derivata /f este strict crescătoare, în
 consecinţă este funcţie injectivă. Cum ( )/ 0 0f = ⇒ că 0x = este singurul zerou al derivatei I.
 Ţinând seamă de faptul că /f este strict crescătoare găsim că pe ( )1,0− ⇒ ( ) ( )/ / 0f x f<
 ⇒ ( ) ( )/ 0, 1,0f x x f< ∀ ∈ − ⇒ este strict descrescătoare pe ( )1,0− , iar pe intervalul ( )0,∞
 avem ( ) ( )/ / 0f x f> ⇒ ( ) ( )/ 0, 1,0f x x f< ∀ ∈ − ⇒ este strict crescătoare pe ( )0,∞ .
 b) În plus, ( )0;0 punct de minim al funcţiei f, de unde ( ) 0f x ≥ ⇔ ( )1 ln 1xe x− ≥ + ⇔
 ( ) ( )ln 11 , 0,x xe xx x
 +−≥ ∀ ∈ ∞
 ( ) ( )1 1
 ln 11log log , 0,x
 e e
 xe xx x
 +⎛ ⎞⎛ ⎞−⇔ ≤ ∀ ∈ ∞⎜ ⎟⎜ ⎟
 ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ căci logaritmul cu
 bază subunitară este descrescător.

Page 61
                        

Micii MATEMATICIENI
 57
 11. 15: Arătaţi că pentru orice număr natural *n∈ are loc egalitatea:
 2 21 1
 1 12
 1 sin 8 sin 2 3 2 3 34 318 41 4 3 2 3 2 31 cos4 8
 n
 n n n
 n n n
 π π
 π
 − −
 − −
 ⎛ ⎞+ +⎜ ⎟ ⎛ ⎞⋅ − ⋅ ⋅=⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⋅ + ⋅⎝ ⎠+⎜ ⎟
 ⎝ ⎠
 Prof. Ioan Sǎcǎleanu, Lic.” Ştefan cel Mare”, Hirlău
 Soluţie : Din formula cosinusului dublu rezultă că 2
 21 cos 2 1 2 28 2sin8 2 2 4
 ππ
 ⎛ ⎞− ⋅ −⎜ ⎟ −⎝ ⎠= = =
 21 cos 2
 2 28cos8 2 4
 ππ
 ⎛ ⎞+ ⋅⎜ ⎟ +⎝ ⎠= = Notăm cu
 2 2
 2
 6 2 341 sin 8 sin8 4 4 4
 1 1 6 21 cos4 8 4 4
 A
 π π
 π
 ⎛ ⎞−⎛ ⎞+ + ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ++⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 Cum det 0A = ; 6 2 6 2 34 4
 TrA − += + = atunci din teorema Cayley-Hamilton, rezultă că
 2 3A A= ⋅ . Prin inducţie se arată imediat că 13n nA A−= ⋅ . Înlocuind matricea A cu cele două forme ale sale obţinem egalitatea cerută.
 11. 16: Se consideră matricea njiijaA ,1,)( ∈= cu 3,,1,,2,)sin( ≥==+=−
 nnjin
 jiaijπθθ .
 a) Calculaţi det A pentru n=3; b) Generalizaţi pentru n>3.
 Prof. Turnea Mihaela, Lic.Teoretic “I.Neculce” Tg.Frumos Soluţie : Pentru 1,i n= fixat notăm jc , jr câtul, respectiv restul împărţirii lui i j+ la n . Atunci
 j ji j n c r+ = ⋅ + unde 0, 1jr n= − . Resturile , 1,jr j n∀ = sunt distincte două căte două căci altfel
 dacă , , 1,m pr r m p n= = cu m p≠ atunci ( ) ( ) ( )m pi m i p n c c+ − + = − , de unde ar rezulta că m p− ar fi divizibil cu n şi cum m p n m p− ≤ ⇒ = , fals. Folosind periodicitatea funcţiei sinus
 obţinem ( ) ( ) 2 22 2sin sin sin 2 sinj jij j j j
 r ra i j n c r c
 n n n nπ ππ π π
 ⎛ ⎞= + = ⋅ + = + =⎜ ⎟
 ⎝ ⎠, ∀ 1,i n= .
 Însumând după 1,j n= : ( )1 1
 2 2 12 4sin sin sin ... sinn n
 jij
 j j
 r na
 n n n nπ ππ π
 = =
 −= = + + +∑ ∑ .
 Notăm 22 2cos sin , 1z i in nπ π
 = + ⋅ = − . Cu formula lui Moivre găsim cos 2 sin 2 1nz iπ π= + = şi
 2 2cos sin , 0, 1k k kz i k nn nπ π
 = + ⋅ = − , de unde 1 1 1
 0 0 0
 2 2cos sinn n n
 k
 k k k
 k kz in nπ π− − −
 = = =
 = +∑ ∑ ∑ . Deoarece
 12 1
 0
 1 1 11 ... 01 1
 nnk n
 k
 zz z z zz z
 −−
 =
 − −= + + + + = = =
 − −∑ rezultă că 1
 0
 2sin 0n
 k
 knπ−
 =
 =∑ , de unde avem
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 1 21 1 1
 ...n n n
 j j njj j j
 a a a= = =
 = = = =∑ ∑ ∑ ( )1
 0
 2 12 2 4sin sin sin ... sin 0n
 k
 nkn n n n
 ππ π π−
 =
 −= + + + =∑ , ceea ce
 reprezintă elementele primei coloane după ce s-au adunat toate celelalte coloane la ea. În concluzie deteminantul matricei A este nul. 11. 17: Se consideră funcţia ( ): 0,f ∞ → , ( ) ln ,nf x x x n= − ∈ a) Să se determine asimptotele funcţiei f b) Să se arate că f este concavă pe ( ) *0, , n∞ ∀ ∈ .
 c) Să se arate că funcţia f este strict descrescătoare pe ( )1,∞ .
 d) Să se demonstreze că derivata de ordin n este ( )( ) ( ) ( )11 1 !
 !n
 nx n
 nf n
 x
 −− −= − .
 Prof. Ioan Sǎcǎleanu, Lic.” Ştefan cel Mare”, Hirlău Soluţie : a) Cum ( )
 0lim ln 0 0n
 xf x = − = −∞ rezultă că axa Oy este asimptotă verticală spre −∞ ,
 pentru orice .n∈ Deoarece 1
 'lim lim lim ,1ln
 n nn
 x L H x x
 x n x n x nx
 x
 ∞−∞
 ∗
 →∞ →∞ →∞
 ⋅= = ⋅ = ∞ ∀ ∈ , atunci
 ( ) ( )lim lim ln 1 1 , 0ln
 n
 x x
 xf x x nx→∞ →∞
 ⎛ ⎞= ⋅ − = ∞ ⋅ −∞ = −∞ ∀ ≠⎜ ⎟
 ⎝ ⎠, iar ( )lim lim ln 1
 x xf x x
 →∞ →∞= − = ∞ pentru
 0n = ⇒ f nu are asimptotă orizontală pentru orice .n∈ Avem '
 1lnlim lim 0
 1x L H x
 x xx
 ∞∞
 →∞ →∞= = . Pentru
 0n = ln 1lim 0x
 xmx x→∞
 ⎛ ⎞⇒ = − =⎜ ⎟⎝ ⎠
 ⇒ f nu are asimptotă oblică. Din 1lnlim n
 x
 xm xx
 −
 →∞
 ⎛ ⎞= − = −∞⎜ ⎟⎝ ⎠
 pentru 1n > ⇒ f nu are asimptotă oblică. Pentru ln1 lim 1 1x
 xn mx→∞
 ⎛ ⎞= ⇒ = − = −⎜ ⎟⎝ ⎠
 , iar dreapta
 y x c= − + este asimptotă dacă c∈ , unde ( )( ) ( )lim lim lnx x
 c f x mx x x x→∞ →∞
 = − = − + = ∞∉ .
 Prin urmare singura asimptotă este axa Oy.
 b) Avem ( )/ 11 ,nf x n x nx
 −= − ⋅ ∀ ∈ şi ( ) ( ) ( )/ / 12
 1 1 0, 0,nf x n n x x nx
 −= − − ⋅ − < ∀ ∈ ∞ ∀ ∈ , de
 unde f este concavă pe ( ) *0, , n∞ ∀ ∈ .
 c) Dacă n ∗∈ atunci din 1 1 1 1 1 0 :n n n nx x n x n n x n n x x> ⇒ > ⇒ − ⋅ < − ⇒ − ⋅ < − ⇒ − ⋅ <
 11 0nn xx
 −⇒ − ⋅ < ( ) ( )/ 0, 1,f x x⇒ < ∀ ∈ ∞ . Deci f este strict descrescătoare pe ( )1,∞ .
 Dacă 0n = atunci ( ) ( )/ 1 0, 0,f x xx
 = > ∀ ∈ ∞ . Deci f este strict crescătoare pe ( )1,∞ .
 d) Prin inducţie se arată că derivata de ordin 1 k n≤ ≤ pentru funcţiile ( ) 1g xx
 = şi ( ) nh x x=
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 sunt ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )11 1 1 !11 1 2 ... 1
 kkk
 k k
 kg x k
 x x
 −− − −
 = − ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ = şi ( ) ( ) ( ) ( )1 ... 1k n kh x n n n k x −= ⋅ − ⋅ ⋅ − + ⋅ .
 Cum ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )11 1 !
 1 ... 1k
 k k k n kk
 kf x g x h x n n n k x
 x
 −−− ⋅ −
 = − = − ⋅ − ⋅ ⋅ − + ⋅ atunci pentru
 k n= avem ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1
 01 1 ! 1 1 !1 ... 1 !
 n nn
 x n n
 n nf n n x n
 x x
 − −− − − −= − ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ = − .
 Clasa aXII a 12. 14: Să se determine ( )
 1lim ln
 e n
 nx x dx
 →∞−∫ .
 Prof.Aurel Neicu, Lic.” Ştefan cel Mare”, Hîrlău
 Soluţie : Avem : ( )1
 /1 11 1 1 1
 1ln ln ln1
 ne e e en n e exx x dx x x dx x dx x x x dxx n
 +
 − = − = − ⋅ − =+∫ ∫ ∫ ∫
 1 1
 11 11
 1 1 1 1
 n ne e ee x
 n n n n
 + +
 = − − + = + −+ + + +
 . Aplicând regula lui L’Hospital obţinem că
 ( )( )
 /11 '1
 /lim lim lim1 1
 xx L Hx
 x x x
 ee ex x
 +++
 ∞→∞ →∞ →∞∞
 = = = ∞+ +
 , de unde 1
 lim1
 n
 n
 en
 +
 →∞= ∞
 + şi cum 1lim 0
 1n n→∞=
 + rezultă că
 ( )1
 lim ln 1 0 .e n
 nx x dx
 →∞− = + −∞ = −∞∫
 12. 15: a) Arătaţi că ( )( )2
 2 2b
 a
 b ax a b x dx π−⎛ ⎞− − = ⋅⎜ ⎟⎝ ⎠∫ .
 b) Determinaţi ( )( )1 1
 20
 1lim 1n k
 kn k
 k x k k x dxn
 − +
 →∞=
 ⋅ ⋅ − + −∑ ∫ .
 Aurel Neicu şi Ioan Sǎcǎleanu, Lic.” Ştefan cel Mare”, Hirlău Soluţie : a) Din [ ],x a b∈ ⇒ există un unic [ ]0,1t∈ astfel încât ( )1x t a t b= ⋅ + − ⋅ , de unde
 ( )( )1x a b a t− = − − şi ( )x b b a t− = − ( )( ) ( ) ( )1x a b x b a t t⇒ − − = − − .Pentru fiecare
 [ ]0,1t∈ există un unic 0;2
 y π⎡ ⎤∈ ⎢ ⎥⎣ ⎦ astfel încât 2sint y= . Folosind 2 2sin cos 1y y+ = găsim
 ( )( ) ( ) ( ) ( )2 2sin 1 cos sin cosx a b x b a y y b a y y− − = − ⋅ − = − ⋅ şi 2 2sin cosx a y b y= ⋅ + ⋅
 Atunci ( ) ( )/2 2sin cos 2 sin cos 2 sin cos sin 2dx a y b y dy a y y b y y b a y= ⋅ + ⋅ = − = − − . Pentru
 0 0y t x b= ⇔ = ⇔ = , iar pentru 2sin 12 2
 y t x aπ π= ⇔ = = ⇔ = . Condiţiile de aplicare a
 metodei schimbării de variabilă fiind îndeplinite rezultă că ( )( )b
 aI x a b x dx= − −∫ ⇒
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 ( )20
 2
 sin cos sin 2I b a y y ydyπ= − −∫ Folosind formule trigonometrice ale unghiului dublu obţinem
 că ( ) ( )2 2 2222 2 2
 00 00
 1 cos 4 sin 4sin 22 2 2 2 4
 b a b a y b a yI ydy yπ
 π π π⎡ ⎤− − − −⎛ ⎞ ⎢ ⎥= = = ⋅ −⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
 ∫ ∫ ⇒
 2 1 1sin 2 sin 02 2 4 4
 b aI π π−⎛ ⎞ ⎡ ⎤= ⋅ − +⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎣ ⎦. Prin urmare ( )( )
 2
 2 2b
 a
 b ax a b x dx π−⎛ ⎞− − = ⋅⎜ ⎟⎝ ⎠∫ .
 b) Folosind egalitatea de la (a) avem :
 ( )( )1 1
 20
 1lim 1n k
 kn kk x k k x dx
 n
 − +
 →∞=
 ⋅ ⋅ − + −∑ ∫21 1
 2 20 0
 1 1 1lim lim2 2 8
 n n
 n nk k
 k kk kn n
 π π− −
 →∞ →∞= =
 + −⎛ ⎞= ⋅ ⋅ ⋅ = =⎜ ⎟⎝ ⎠
 ∑ ∑
 ( ) ( )2 2
 1 2 ... 1 1 1lim lim lim 18 8 2 16 16n n n
 n n nn n n
 π π π π→∞ →∞ →∞
 + + + − − ⎛ ⎞= = = − =⎜ ⎟⎝ ⎠
 .
 12. 16: Să se determine funcţia derivabilă :g → cu ( )1 0g − = din relaţia :
 ( ) ( ) 2 xg x dx x g x x e= ⋅ − ⋅∫ . Prof. Ioan Sǎcǎleanu, Lic.” Ştefan cel Mare”, Hirlău
 Soluţie : Derivând egalitatea din enunţ şi ţinând cont că ( )( ) ( )/
 ,g x dx g x x= ∀ ∈∫ obţinem că
 ( ) ( )( ) ( )// 2 ,xg x x g x x e x= ⋅ − ⋅ ∀ ∈ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )/ // 2 2x xg x g x x g x x e x e⎡ ⎤⇔ = + ⋅ − ⋅ + ⋅⎢ ⎥⎣ ⎦
 ( ) ( ) ( )/ 2 /2 2 ,x x xx g x xe x e g x x e x ∗⇔ ⋅ = + ⇔ = + ∀ ∈ ( ) ( )2 xg x x e dx⇔ = +∫ , x ∗∀ ∈ .
 Integrând prin părţi găsim ( ) ( ) ( ) ( ) ( )/2 2 2 1x x x x xg x x e x e dx x e e k x e k= + − + = + − + = + +∫
 Cum ( )1 0g − = rezultă 0k = . Din g derivabilă ⇒ g continuă în 0⇒ ( ) ( )0
 0 limx
 g g x→
 = ⇒
 ( ) ( ) 00 0 1g e= + . Prin urmare, ( ) ( )1 ,xg x x e x= + ∀ ∈ este funcţia căutată. 12. 17: Fie ),,( ⋅+A un inel. Spunem că inelul are proprietatea (B) dacă 2x x= , x A∀ ∈ . a) Să se arate că dacă inelul A are proprietatea (B), atunci Axxx ∈∀=+ )(,0 şi inelul este comutativ. b) Să se arate că inelul A are proprietatea (B) dacă şi numai dacă Axxx ∈∀=+ )(,03 .
 Prof. Turnea Mihaela, Lic.Teoretic “I.Neculce” Tg.Frumos Soluţie : a) Vom demonstra că Axxx ∈∀=+ )(,0 . Fie x A x x A∈ ⇒ + ∈ . Cum ),,( ⋅+A are proprietatea
 2x x= , x A∀ ∈ vom avea ( )2 ,x x x x x A+ = + ∀ ∈ (1). Pe de altă parte, aplicând regulile de
 calcul într-un inel, avem ( ) ( )( )2 2 2 2 2x x x x x x x x x x x x x x+ = + + = + + + = + + + , unde am ţinut
 seama şi de faptul că 2x x= . Aşadar ( )2 ,x x x x x x x a+ = + + + ∀ ∈ (2). Din (1) şi (2) rezultă
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 ,x x x x x x x A+ + + = + ∀ ∈ , adică Axxx ∈∀=+ )(,0 , ceea ce înseamnă că orice element al
 inelului coincide cu opusul său: ,x x x A= − ∀ ∈ . Vom demonstra că inelul este comutativ. Fie ,x y A∈ arbitrare. Avem, conform ipotezei
 ( )2x y x y+ = + (3). Pe de altă parte: ( ) ( )( )2 2 2x y x y x y x xy yx y+ = + + = + + + , aşadar
 ( )2x y x xy yx y+ = + + + (4) . Din (3) şi (4) rezultă x xy yx y x y+ + + = + , deci 0xy yx+ = , adică xy yx= − . Cum yx yx= − rezultă xy yx= . Cum ,x y A∈ au fost arbitrare rezultă că A este inel comutativ. b) " ":⇒ Presupunem că A are proprietatea (B) şi arătăm că Axxx ∈∀=+ )(,03 . Din 2x x= rezultă, prin înmulţirea cu x, că 3 2x x= .Dar 2x x= . Deci Axxx ∈∀=+ )(,03 . " ":⇐ Presupunem că Axxx ∈∀=+ )(,03 (5) şi demonstrăm că 2x x= , x A∀ ∈ . Pentru 1x = avem 31 1 0 1 1 0+ = ⇒ + = (6) ( )1 1 0 0x x x x⇒ ⋅ + = ⋅ ⇒ + = (7) x x⇒ = − (8).
 Înlocuind în Axxx ∈∀=+ )(,03 3 30 .x x x x⇒ − = ⇒ = (9). Ţinând seama de regulile de calcul
 şi de (7) avem: ( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( )3 2 21 1 1 1 1 1 1 1x x x x x x x x x x+ = + + + = + + + + = + + , de unde cu
 (9) şi (7) ( )3 3 2 2 21 1 1 1x x x x x x x x+ = + + + = + + + = + ( )3 21 1x x⇒ + = + (10). Înlocuind pe x
 cu 1 x+ în (5) găsim că ( ) ( )31 1 0x x+ + + = , de unde cu (10) obţinem că 21 1 0x x+ + + = . Cu
 (6) rezultă că 2 20x x x x+ = ⇒ = − . Datorită lui (8) 2 , .x x x A⇒ = ∀ ∈ Nota redacţiei: În teoria inelelor, un element x având proprietatea 2x x= se numeşte idempotent , iar un inel cu proprietatea (B) se numeşte inel boolean. Se numeşte caracteristica inelului unitar ),,( ⋅+A , ordinul elementului 1 în grupul ( ),A + , adică cel mai mic număr natural
 1n ≥ cu proprietatea 1 1 ... 1 0n
 + + + = . Problema demonstrată afirmă că un inel boolean este
 comutativ şi că are caracteristica 2. Un exemplu de inel boolean cu extrem de multe aplicaţii în informatică este inelul claselor de resturi modulo 2.
 *** Zâmbetul Ştiinţei
 De la Leibniz, Gottfriend Wilhelm (1646-1716) ne-a rămas o frază optimistă: " Tout est pour le mieux dans le meilleur des mondes possibles ", adică "totul este pentru mai bine în cea mai bună dintre lumile posibile". Această maximă, considerată teorema fundamentală a optimismului, a fost ironizată şi răstălmăcită de Voltaire în lucrarea sa “Candide”. Până în anul 1672, adică până ce a împlinit vârsta de 26 de ani, Leibniz nu s-a ocupat de loc de matematici. La această vârstă a luat lecţii cu Christian Huygens şi a ajuns ca în acelaşi timp cu Newton să fie descoperitorul calculului diferenţial şi integral. Aceasta nu l-a împiedicat totuşi pe Leibniz ca pe lângă rezultate strălucite în această disciplină să facă la un moment dat şi o eroare, deoarece a crezut că derivata produsului a două funcţii este egal cu produsul derivatelor. Eroarea însă a corectat-o el însuşi.
 Culeasǎ de Ivǎnuţǎ Andreea Simona
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 PROBLEME PROPUSE
 MATEMATICA PITICĂ P. 47 : Justificaţi cǎ suma numerelor cuprinse între 121 şi 176 cu cifra unitǎţilor 3 are ultima cifrǎ cel mai mare numǎr par.
 Inst. Elena Nicolae, Şc. Pleşoi, Dolj
 P. 48 : Un copil are un număr de jetoane cu animale. În fiecare lună el primeşte un număr de jetoane egal cu un sfert din câte avea. După 3 luni copilul avea 125 jetoane. Câte jetoane a avut la început?
 Înv. Maria Ilie, Şc. « Vasile Conta », Iaşi
 P. 49 : În anul 2010 o persoanǎ a împlinit 40 de ani. Care este data de naştere a acelei personae ştiind cǎ nu a putut sǎ-şi sǎrbǎtoreascǎ ziua de naştere în fiecare an, deşi ar fi vrut aceasta ?
 Înv. Ramona Mihaela Adam, c. Miroslava, Iaşi
 P. 50 : De 8 Martie, Florin a cumpărat pentru colegele de clasă zambile şi frezii. După ce fiecare fată a primit o zambilă şi două frezii, i-au mai rămas două zambile şi 12 frezii. Câte colege are Florin, dacă numărul zambilelor cumpărate a fost de 3 ori mai mic decât al freziilor?
 Inst. Corneliu Constantin Ilie, Şc. « Vasile Conta », Iaşi
 P. 51 : Mama are doi bǎieţi gemeni. Aflaţi ce vârstǎ au bǎieţii şi mama, ştiind cǎ împreunǎ cei trei au 60 de ani, iar vârsta mamei este de 3 ori mai mare decât vârsta unui bǎiat. Peste câţi ani vârsta mamei va fi de 2 ori mai mare decât vârsta unui bǎiat ?
 Inst. Constantina Dinu, Castranova, Dolj
 P. 52 : Din cel mai mic număr de patru cifre diferite scad triplul numărului 125. La rezultat adun sfertul numărului 840, din noul rezultat scad dublul unui număr, împart rezultatul obţinut la 5 şi obţin câtul 60. La ce număr m-am gândit?
 Înv. Mariana Chelaru, Şc. „Petru Rareş”, Hîrlău
 P. 53 : Elena şi Corina au acelaşi numǎr de timbre. Dacǎ Elena i-ar da Corinei 8 timbre, ele ar avea acelaşi numǎr de timbre. Dacǎ Corina i-ar da Elenei 8 timbre, atunci Elena ar avea de 5 ori mai multe timbre decât Corina. Câte timbre are fiecare fatǎ ?
 Inst. Ovidiu-Constantin Munteanu, Şc. Moţǎţei, Dolj
 P. 54 : De Paşti, bunica a vopsit ouă roşii, galbene şi verzi. Ştiind că numai 35 nu sunt roşii, numai 49 nu sunt verzi , iar numărul celor verzi este de 2 ori mai mic decât numărul celor roşii, aflaţi câte ouă de fiecare fel a vopsit bunica.
 Înv. Maria Creţu, Şc. „Petru Rareş”, Hîrlău
 P. 55 : În timp ce Rareş mănâncă 2 piersici, Mateea 3 şi Teodor 10. Câte piersici revin fiecăruia dacă împreună au 60 piersici ? Înv. Maria-Tereza Rugină, Şc. “Petru Rareş”, Hîrlău
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 P. 56 : Arătaţi că : ( ) ( ){ }5 : 2 3 1 14 :15 3: 1 2 45 :15 2 : 2 2008 2009⋅ − + + + ⋅ − + =⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ .
 Eliminaţi o cifrǎ din egalitatea precedentǎ astfel încât ea sǎ rǎmânǎ adevǎratǎ. Prof. Nicolae Ivăşchescu, C.N.” Fraţii Buzeşti”, Craiova
 P. 57 : În prima zi de luni din ianuarie 2009, Emi îşi activeazǎ cǎsuţa de e-mai. Lunea, marţea, mircurea şi joia primeşte câte 6 mesaje pe zi, iar vinerea şi sâmbǎta câte 12 mesaje pe zi. Duminica le citeşte pe toate şi şterge jumǎtate din numǎrul lor. Dacǎ în fiecare duminicǎ se întâmplǎ la fel, câte mesaje vor fi în cǎsuţa de e-mail pe 31 ianuarie 2009 la ora 23:59 ?
 Prof. Ioan Sǎcǎleanu, Lic.” Ştefan cel Mare”, Hirlău P. 58 : Lupul o urmăreşte pe Scufiţa Roşie: aceasta are 15 paşi înaintea lui. Câte sărituri va face lupul ca să o ajungă, dacă în timp ce el face 2 sărituri, ea face 3 paşi, iar 2 sărituri de-ale lupului fac cât 5 paşi de-ai Scufiţei Roşii?
 Înv. Mirela Munteanu, Şc. “Petru Rareş”, Hirlău
 P. 59 : Ana o întreabă pe Corina ce vârstă are mama sa. Corina răspunde: „ - Dacă la sfertul anilor ei vei adăuga 4, atunci vei afla câţi ani a avut cu 20 de ani în urmă”. Câţi ani are mama Corinei?
 Înv. Maria Creţu, Şc. „Petru Rareş”, Hîrlău
 P. 60 : În timp ce cei 25 elevi ai unei clase urcau pe munte în şir indian, Radu – matematicianul clasei – exclamă „ Am în faţa mea trei sferturi din totalul colegilor mei!” Al câtelea în şir este Radu?
 Înv. Marieta Muşei, Şc. „Petru Rareş”, Hîrlǎu
 P. 61 : Cei şase membri ai unui echipaj care participă la un concurs de matematica au vârste diferite, de cel puţin 10 ani şi cel mult 15 ani. În timpul concursului s-au aşezat la o masă în ordinea vârstelor. Să se afle ce vârstă are fiecare ştiind că Ioana este cea mai mică,Anca este cea mai mare, Bogdan se află lângă Ioana şi nu se află lângă Bianca şi Andrei şi că Alexandra se află între doi băieţi.
 Prof.Constanţa Tudorache, Şc.”St. Bârsănescu”, Iaşi
 P. 62 : Alba ca Zǎpada şi cei şapte pitici au suma vârstelor 172 ani. Ştiind cǎ Alba ca Zǎpada este cea mai tânǎrǎ dintre ei şi cǎ vârstele piticilor sunt numere naturale consecutive, aflaţi vârsta fiecǎruia.
 Înv. Constanţa Dumitriu, Şc. “Petru Rareş”, Hîrlǎu
 P. 63 : Mihai şi Dan au primit împreună de la bunica 340 de lei. Dacă împărţim jumǎtatea sumei lui Mihai la şesimea sumei lui Dan obţinem câtul 5 şi restul 2. Câţi lei are fiecare ?
 Prof. Petru Asaftei, Liceul Pedagogic, Iaşi P. 64 : Un numǎr natural de trei cifre împǎrţit la 3 dǎ drept cât rǎsturnatul sǎu, restul un numǎr impar. Care este numǎrul ?
 Inst. Marian Ciuperceanu, C.N.”Fraţii Buzeşti”, Craiova
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 P. 65 : Într-o familie sunt 8 copii. Ei au economisit sume egale de bani. Fiind ziua de naştere a mamei, ei au pus câte un sfert din sumele ce le aveau, iar tatăl 100 de lei şi-i cumpără un cadou de 500 lei. La ziua de naştere a tatălui, ei, copiii, contribuie cu o treime din sumele ce le rămăseseră, iar mama cu 100 de lei şi-i cumpără un cadou.
 Cât a costat cadoul pentru tatăl copiilor? Înv. Maria Simionescu, Şc. „Petru Rareş”, Hîrlǎu
 P. 66 : În anul 2010, Ana şi Mihai aveau vârstele 18 ani, respectiv 12 ani. În ce an vor avea împreună un secol?
 Maria şi Corneliu Constantin Ilie, Şcoala ,,Vasile Conta’’ Corp B, Iaşi
 MATEMATICA GIMNAZIALĂ Clasa aV a 5.38 : La o împǎrţire, deîmpǎrţitul este de 3 ori mai mare decât câtul, iar câtul este cu 142 mai mare decât împǎrţitorul. Reconstituiţi operaţia !
 Înv. Vioricǎ Ceauşescu, Şc. Motru, Gorj
 5.39 : Aflaţi cubul perfect abc ştiind că diferenţa dintre numărul format de primele două cifre şi numărul format din ultimele două cifre este 5.
 Prof. Aurel Neicu, Lic.” Ştefan cel Mare”, Hirlău 5.40 : Fie egalitatea : 284xy cy xc yx x+ + + + = . Demonstraţi că cifrele y şi c sunt consecutive dacă şi numai dacă numerele 2 2x c+ şi 2y sunt consecutive.
 Prof. Ioan Răuţu, Şc. “Petru Rareş”, Hirlău
 5.41 : a) Calculaţi suma primilor 100 de termeni ai şirului : 1;9;61;369;2101;... . b) Demonstraţi cǎ numǎrul 2010 20103 5 4 1a = ⋅ − + este divizibil cu 12 .
 Leonard Vîrlan, elev, Lic. . “Tudor Arghezi”, Craiova
 5.42 : Să se determine cel mai mic număr natural m având proprietatea că între m şi 2m există exact trei numere prime.
 Prof. Mircea Popa, Şc. “Petru Rareş”, Hirlău 5.43 : Suma dintre un număr prim şi un număr impar este 2011. Aflaţi numerele.
 Prof. Nicolae Ivăşchescu, C.N.” Fraţii Buzeşti”, Craiova 5.44 : Să se determine numărul natural de două cifre care prin împărţirea la suma cifrelor sale dă câtul 7 şi restul 3 , iar prin împărţirea la diferenţa cifrelor sale dă câtul 18 şi restul 1 .
 Prof. Gheorghe Spiridon, Şc. ,, N. Iorga’’ Paşcani
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 5.45 : Ziua şi luna de naştere a unui copil sunt douǎ numere de douǎ cifre rǎsturnate şi distincte. Câtul împǎrţirii anului de naştere la ziua de naştere este 95, iar restul este egal cu numǎrul reprezentând luna. Aflaţi data de naştere a copilului.
 Prof. Ioan Sǎcǎleanu, Lic.” Ştefan cel Mare”, Hirlău 5.46 : Să se determine numărul prim ab ştiind că ( )3ab ba a b− + − este un pătrat perfect.
 Prof. Gheorghe Oancea, Lic.” Ştefan cel Mare”, Hirlău
 5.47 : Suprafaţa unui pǎtrat cu perimetrul de 100 cm se descompune în douǎ dreptunghiuri. Dacǎ aria unui dreptunghi este de 275cm , sǎ se afle perimetrul celuilalt dreptunghi.
 Prof. Felicia Ozunu, Vulcan, Hunedoara
 5.48 : Sǎ se arate cǎ dacǎ ( ) ( )
 1 1 10, 0,0x x x
 + + ∈ atunci 2 5x − este divizor al lui 2010.
 Prof. Cezar-Marius Romaşcu, Şc. Picioru Lupului, Ciurea ,Iaşi
 5.49 : La concursul” EUCLID” organizat anual de Liceul ”Vasile Alecsandri” Iaşi o treime dintre candidaţi au fost elevi ai liceului, 250 elevi de la alte unităţi şcolare din municipiul Iaşi, iar restul, care reprezintă un sfert din numărul de candidaţi, din alte localităţi. Aflaţi numărul total de candidaţi.
 Prof. Nelu Tudorache, Lic. ”Vasile Alexandri”, Iaşi 5.50 : Sǎ se arate cǎ existǎ 10 numere naturale diferite cu suma 2009, care satisfac simultan condiţiile: a) împǎrţind fiecare dintre aceste numere la 7 , obţinem resturi egale cu 2 sau cu 3;
 b) suma tuturor acestor resturi este 28.
 Prof. Petru Asaftei, Liceul Pedagogic, Iaşi
 5.51 : Se consideră numărul A=102010 – 2008. Arătaţi că suma cifrelor acestui număr este divizibilă cu 2009.
 Prof. Ana Marioara Spiridon, Prof. Gheorghe Spiridon , Paşcani
 5.52 : Sǎ se determine cifra a astfel ca numǎrul natural 148aaaa ⋅ sǎ fie un cub perfect.
 Prof. Costache Raţǎ, Şc. «Preventoriu », Deleni, Iaşi Clasa a VI a
 6. 30 : Media aritmetica a trei numere este 2
 32 −
 ⎟⎠⎞
 ⎜⎝⎛ . Aflati numerele stiind ca sunt direct
 proportionale cu 3,0
 1 , )3(,0
 1 , )3(0,0
 1 .
 Prof. Nicu Goşman, Şc.,,G.Ibrăileanu” ,Tg.Frumos
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 6. 31 : Determinaţi abc ştiind cǎ ;a b+ ;b c+ c a+ sunt direct proporţionale cu numerele 2 ;a b− 2 ;b c− 2c a− şi cǎ 81b a ba b c+ + = .
 Prof. Ioan Răuţu, Şc. “Petru Rareş”, Hirlău 6. 32 : Trei elevi trebuiau să-și plătească o excursie cu sume direct proporționale cu numerele 3, 4, 5. Dacă taxa fixată fiecăruia se majorează cu 10 % , 15 % , respectiv 20 % atunci ei ar plăti cu 120 lei mai puţin decât dacă taxele se majorează cu 20 % , 25 % , respectiv 30 % . Ce sumă trebuia să plătească fiecare elev ?
 Prof. Turnea Mihaela, Lic.Teoretic “I.Neculce” Tg.Frumos
 6. 33 : Cu 100 euro s-au cumpǎrat 100 de obiecte de trei tipuri având preţuri de 5 eurocenţi, de 1 euro, respectiv de 5 euro. Determinaţi câte obiecte de fiecare fel s-au cumpǎrat.
 Prof. Mina Merlǎ, Şc. Ţuţora, Iaşi
 6. 34 : Calculaţi x · y – 120 ştiind că : x = 5 + 10 + 15 + 20 +…+ 125 şi y =
 312251...
 5231
 3921
 2611
 ⋅++
 ⋅+
 ⋅+
 ⋅.
 Prof. Spiridon Ana Marioara, Şc. ,, Iordachi Cantacuzino’’, Paşcani
 6. 35 : a) Găsiţi divizorii numărului 2010.
 b) Aflaţi valorile naturale ale lui x pentru care 41 201141 1
 xx
 ⋅ +∈
 ⋅ +.
 Prof. Nicolae Ivăşchescu, C.N.” Fraţii Buzeşti”, Craiova
 6. 36 : În triunghiul dreptunghic ABC ( m( )= 90 ), M (BC) astfel încât AM = 2BM. Dacă AC = 2AB, demonstraţi că M se află pe mediatoarea laturii AC.
 Prof.Constanţa Tudorache-Şc.”St. Bârsănescu”, Iaşi 6. 37 : Suma a 999 numere naturale nenule distincte este 990000. Care poate fi numǎrul maxim de numere impare din aceastǎ sumǎ?
 Prof. Petru Asaftei, Liceul Pedagogic, Iaşi
 6. 38 : Arǎtaţi cǎ ( ) ( ) ( )2
 4 4 12 2 21 1 1 3 3 31 1 1 1,
 2 3 6 4 4 4
 n nn n n n n
 ++ + ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− ⋅ + − ⋅ + − ⋅ + ⋅ − + − = ∀ ∈⎜ ⎟ ⎜ ⎟
 ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ .
 Prof. Victor Sǎceanu, Drobeta Turnu Severin
 6. 39 : Fie S= 3+33+333+................+100
 3.........333
 a) Să se determine S. b) Să se determine suma cifrelor lui S.
 Prof. Popa Gabriela, Şc. Nr. 43 “D.A.Sturza”, Iaşi
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 6. 40 : La un spectacol sunt 500 spectatori care au plǎtit câte 40 lei pentru biletul de intrare. Dacǎ la spectacol ar veni cu 20 % mai mulţi spectatori, cu ce procent ar trebui sǎ scadǎ preţul biletului pentru a încasa o sumǎ cu 5 % mai mare faţǎ de primul spectacol ?
 Prof. Mirela Popescu, Şc. Leşile, Dolj 6. 41 : Fie ABC cu [ ] [ ]AB AC≡ . Perpendicularele în B pe AB şi în C pe AC se intersectează în punctual I. Fie M [AB], N AC astfel încât C [AN] şi AC = AM + CN. a) Demonstraţi că mediatoarea segmentului MN trece prin I. b) Precizaţi poziţia punctului P astfel încât patrulaterul MINP să fie romb.
 Prof. Nelu Tudorache, Lic. ”Vasile Alexandri”, Iaşi 6. 42 : Demonstraţi cǎ suma unor numere întregi consecutive este 75− dacǎ şi numai dacǎ numǎrul celor negative este cu 5 mai mare decât al celor pozitive.
 Prof. Mihai Crăciun, Colegiul “M. Sadoveanu”, Paşcani
 Clasa a VII a
 7. 24 : Rădăcina pătrată din produsul numerelor 316a şi 3
 25b este egală cu 33
 20 . Să se
 determine numerele a şi b. Prof. Nicu Goşman, Şc.,,G.Ibrăileanu” ,Tg.Frumos
 7. 25 : Cifrele a, b, c, d, x, y şi z verifică egalitatea: abxy z abcd⋅ + = .
 a) Să se demonstreze că { },cd xy ab∈ .
 b) Arătaţi că numărul 0cdxy nu poate fi pătrat perfect. Prof. Ioan Sǎcǎleanu, Lic.” Ştefan cel Mare”, Hirlău
 7. 26 : Să se determine numărul prim ab ştiind că partea întreagă a numărului ab este 6 şi că suma cifrelor numărului este 5.
 Prof. Bogdan Dorneanu, Şc. “Petru Rareş”, Hîrlău
 7. 27 : Sǎ se determine n∈ astfel încât 1n + sǎ fie cel mai mare numǎr natural, pǎtrat perfect mai mic ca 2010.
 Prof. Aurel Neicu, Lic.” Ştefan cel Mare”, Hîrlău
 7. 28 : Se dă triunghiul ABC în care ( )M AB∈ cu 79
 MAAB
 = , ( )N BC∈ cu 310
 BNBC
 = şi
 ( )P AC∈ cu 53
 ACPA
 = . Demonstraţi că dreptele AN, BP şi CM sunt concurente .
 Prof. Nicolae Ivăşchescu, C.N.” Fraţii Buzeşti”, Craiova
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 7. 29 : Fie paralelogramul ABCD în care AD DB⊥ . Fie E şi N pe dreapta BC aşa încât
 ( )B CE∈ , ( )E BN∈ şi [ ] [ ] [ ]CB BE EN≡ ≡ . a) Demonstraţi că triunghiul ABN este isoscel. b) Dacă M este simetricul lui B faţă de D, arătaţi că punctele N, A , M sunt coliniare.
 Prof. Nelu Tudorache, Lic. ”Vasile Alexandri”, Iasi
 7. 30 : Fie patrulaterul oarecare ABCD. Fie E mijlocul diagonalei AC , F mijlocul lui BE, M mijlocul lui CF şi P mijlocul lui BM.
 a) Sǎ se arate cǎ BAFΔ si EFCΔ au aceeaşi arie. b) Sǎ se arate cǎ A, F, P sunt puncte coliniare.
 Prof. Popa Gabriela, Şc. Nr. 43 “D.A.Sturza”, Iaşi 7. 31 : În dreptunghiul ABCD, E este simetricul lui A faţă de diagonala BD, M este punctul de intersecţie al dreptelor BE şi DC, iar N este piciorul perpendicularei din M pe BD.Arătaţi că:
 1) triunghiul MEC este isoscel; 2) patrulaterul BCED este trapez isoscel; 3) dreptele AE şi EC sunt perpendiculare; 4) punctele A, N, C sunt coliniare.
 Prof.Constanţa Tudorache-Şc.”St. Bârsănescu”, Iaşi 7. 32 : Fie triunghiul ABC, O centrul cercului circumscris triunghiului , F pe latura BC, D pe latura AC a triunghiului ABC astfel incat AF∩BD={O}. Notăm cu G, respectiv cu H simetricele punctului O faţă de F şi faţă de D.Să se arate că:
 a) Punctele G şi H apartin cercului circumscris triunghiului ABC; b) AF si BD sunt inaltimi ale triunghiului ABC.
 Prof. Rodica Leontieş, Lic.„V. Alexandri”; Constantin Chirilǎ, Lic.„G. Ibrǎilenu”, Iaşi
 7. 33 : Un patrulater convex are exact n unghiuri congruente şi exact n laturi congruente. Sǎ se determine cel mai mic numǎr n astfel încât patrulaterul sǎ devinǎ pǎtrat.
 Prof. Mina Merlǎ, Şc. Ţuţora; Prof. Ioan Sǎcǎleanu, Hîrlău 7. 34 : Fie ABCD un patrulater convex cu diagonalele congruente. Sǎ se demonstreze cǎ ABCD
 este trapez isoscel dacǎ şi numai dacǎ ( )( )
 ( )( )
 m CAD m CBDm ACB m BDA
 = .
 Prof. Ioan Sǎcǎleanu, Lic.” Ştefan cel Mare”, Hirlău
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 Clasa a VIII a
 8. 22 : Se dă mulţimea A = {x є Z / | | x – 3 | – 5 | = 4} şi funcţia f: A → B, f(x) = 321
 −x .
 a) Determinaţi mulţimea B ştiind că ea are un număr minim de elemente. b) Reprezentaţi grafic funcţia f, determinată mai sus.
 Prof. Spiridon Ana Marioara , Şc. ,, Iordachi Cantacuzino’’, Paşcani
 8. 23 : Determinaţi n∈ pentru care A să fie cel mai mre număr natural, pătrat perfect
 mai mic ca 2010 , unde 2 22 1 1 8 1: 2
 4 3 12 6 2n n n n n nA
 ⎡ ⎤⎛ ⎞− + + + += − + + ⋅⎢ ⎥⎜ ⎟
 ⎝ ⎠⎣ ⎦.
 Prof. Nicolae Ivăşchescu, C.N.” Fraţii Buzeşti”, Craiova 8. 24 : Un elev coloreazǎ complet cu trei culori suprafaţa unei planşe de desen având o formǎ de dreptunghi cu dimensiunile mai mari de 6 cm. Sǎ se demonstreze cǎ existǎ douǎ vârfuri ale planşei colorate cu aceeaşi culoare situate la o distanţǎ mai micǎ decât 8,5 cm.
 Prof. Ion Pǎtraşcu, prof. Nicolae Ivǎşchescu, C.N.” Fraţii Buzeşti”, Craiova
 8. 25 : Numerele întregi a şi b validează egalitatea: 2 2
 2 2
 21 1 1
 a b aba b ab
 + =+ + +
 . Demonstraţi că
 produsul numerelor a şi b este un pătrat perfect. Prof. Ioan Sǎcǎleanu, Lic.” Ştefan cel Mare”, Hirlău
 8. 26 : Pe planul trapezului dreptunghic ABCD cu bazele AB = 2dm, CD = 6dm şi înălţimea AD = 4 3 dm se ridică perpendiculara DE, DE = 8dm. Fie M ( )BC∈ astfel încât BM = 2dm.
 a) Determinaţi distanţa de la E la AB b) Găsiţi lungimea segmentului [EM] c) Arătaţi că ( )AM EDC⊥
 Prof. Bogdan Dorneanu, Şc. “Petru Rareş”, Hîrlău
 8. 27 : Să se rezolve în mulţime sistemul de ecuaţii: 2 2
 613
 xyx y
 =⎧⎨ + =⎩
 .
 Prof. Laurenţa Doca, Lic. „Ion Neculce”, Tg. Frumos
 8. 28 : Să se arate că tetraedrele care au lungimile muchiilor laterale egale cu 3 şi care fac între ele unghiuri de 060 , 090 , respectiv 0120 au două înălţimi egale.
 Prof. Turnea Mihaela, Lic.Teoretic “I.Neculce” Tg.Frumos 8. 29 : Fie cubul ABCDEFGH de muchie a, M simetricul punctului A faţă de B, N piciorul perpendicularei din C pe [BH], iar P centrul pătratului ADHE. Arătaţi că punctele M, N, P sunt coliniare.
 Prof. Bogdan Dorneanu, Şc. “Petru Rareş”, Hîrlău
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 8. 30 : Determinaţi x din proporţia : 22
 a x bb a x−
 =+
 ştiind cǎ
 4 220082011 2 20082010 4 20082011 1a = + ⋅ + ⋅ − şi 4 220082011 2 20082012 4 20082011 3b = − ⋅ + ⋅ +
 Prof. Mina Merlǎ, Şc. Ţuţora, Iaşi
 8. 31 : Sǎ se arate cǎ 22 2
 2 2x y x yx y+ +⎛ ⎞⋅ ⋅ ≤ ⎜ ⎟
 ⎝ ⎠ pentru orice , 0.x y ≥
 Cristina Ene, elevǎ, C.N. “Fraţii Buzeşti”, Craiova
 8. 32 : Fie numerele positive x , y şi z . Demonstraţi cǎ , ,x y z sunt lungimile laturilor unui
 triunghi ascuţitunghic dacǎ şi numai dacǎ existǎ , ,a b c ∗+∈ astfel încât
 2 2 2
 2 2 2
 2 2 2
 x a by a cz c b
 ⎧ = +⎪ = +⎨⎪ = +⎩
 .
 Prof. Ioan Sǎcǎleanu, Lic.” Ştefan cel Mare”, Hirlău MATEMATICA LICEALĂ Clasa a IX a
 9. 24 : Sǎ se determine x∈ pentru care valoarea raportului 2
 2
 30 1030 10
 x xx x
 − −+ +
 sǎ fie maximǎ.
 Prof. Aurel Neicu, Lic.” Ştefan cel Mare”, Hîrlău 9. 25 : Fie numerele reale pozitive x, y ,z astfel încât x+y+z=1.Să se arate că:
 4 4 4 3(1 )(1 ) (1 )(1 ) (1 )(1 )
 xy xz yzx y x z y z
 + + ≥− − − − − −
 .
 Prof. Constantin Chirilă, Lic. “G. Ibrăileanu”, Iaşi
 9. 26 : Să se demonstreze că , dacă 2 2 2
 DEF
 MNP
 ADE EF DFMN NP MP A
 Δ
 Δ
 ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞≥ ≥ ≥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 atunci DEF şi
 MNP sunt triunghiuri asemenea. Prof. Ioan Sǎcǎleanu, Lic.” Ştefan cel Mare”, Hirlău
 9. 27 : Sǎ se rezolve în mulţimea numerelor reale ecuaţia [ ] { }2009 20092009x x x+ = , unde prin
 [ ]x şi { }x partea întreagǎ, respective partea fracţionarǎ a numǎrui real x . Prof. Dr. Cristian Dinu , C.N. “Carol I”, Craiova
 9. 28 : Fie numǎrul real x astfel încât 2x x− ∈ şi 3x ∈ . Arǎtaţi cǎ x∈ .
 Prof. Ion Pǎtraşcu, C.N. “Fraţii Buzeşti”, Craiova
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 9. 29 : Fie ABCΔ şi punctele M, N, P astfel încât 13
 AM AB= ⋅ , 12
 CN CA= şi 2BP BC= .
 Demonstraţi cǎ 3NP MN= . Prof. Aurel Neicu, Lic.” Ştefan cel Mare”, Hîrlău
 Clasa a X a 10. 23: Punctele distincte 0A , 1A , 2A , … , 2009A se găsesc în spaţiu la o distanţă unele de altele
 dată de formula , , , 0, 2009i jA A i j i j i j= + ∀ ≠ = . Câte dintre ele pot fi vârfurile unui triunghi şi câte triunghiuri se pot forma ?
 Prof. Petru Oprişanu, Hirlău 10. 24: Fie 1 2 3A A AΔ . Spunem că un punct P din spaţiu este ortopunct asociat 1 2 3A A AΔ dacă
 { } { }, , , 1, 2,3i j kPA A A i j k⊥ = . Arătaţi că următoarele afirmaţii sunt echivalente: (1) P este ortopunct asociat 1 2 3A A AΔ ; (2) 2 2 2 2 2 2
 1 2 3 2 1 3 3 2 1PA A A PA A A PA A A+ = + = + ;
 (3) 1 2 3 2 1 3 3 1 2PA A A PA A A PA A A⋅ = ⋅ = ⋅
 (4) 1 2 2 3 3 1PA PA PA PA PA PA⋅ = ⋅ = ⋅ . Prof. Ioan Sǎcǎleanu, Lic.” Ştefan cel Mare”, Hirlău
 10. 25: Determinaţi numerele naturale a şi b având produsul 21005 ştiind cǎ verificǎ
 2010 2010 2010 2010 2010 2010
 2a b a b a b
 a ba C b C b C a C C C
 + =⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ +
 .
 Prof. Aurel Neicu, Lic.” Ştefan cel Mare”, Hîrlău
 10. 26: Calculaţi 2010 2010a b− ştiind cǎ ( ) ( ) ( )2
 1 1 1loglog loga b
 a b b aee e
 a ba b a b+ =
 ⋅⋅ ⋅ .
 Prof. Ioan Sǎcǎleanu, Lic.” Ştefan cel Mare”, Hirlău
 Clasa aXI a 11. 18: Determinaţi perechile de numere întregi ( ),a b ştiind cǎ verificǎ egalitatea
 ( )2
 22 2 2lim
 b n n b an a
 nn n a n n b e
 ⋅ + −+
 →∞+ + − − + = .
 Prof. Aurel Neicu, Lic.” Ştefan cel Mare”, Hîrlău
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 11. 19: Legea de mişcare a unui mobil de masă 3 kg este dată de ( ) 25 2 1s t t t= − + . Calculaţi viteza,acceleraţia şi energia cinetică a acestui mobil la momentul 3 sect = .
 Prof. Teodora Dana Pavel, Şc. Deleni
 11. 20: Fie matricele ( ), nA B∈Μ cu proprietǎţile : 7 6 6A A B B A= ⋅ + ⋅ şi 7nB I= . Sǎ se
 demonstreze cǎ matricele 7A şi B comutǎ între ele. Prof. Mihai Crăciun, Colegiul “M. Sadoveanu”, Paşcani
 11. 21: Gǎsiţi o matrice ( )3A∈Μ cu 7A B= , unde suma elementelor unei linii ale matricei
 59 59 5959 59 5959 59 59
 a b cB c a b
 b c a
 − − −⎛ ⎞⎜ ⎟= − − −⎜ ⎟⎜ ⎟− − −⎝ ⎠
 este egalǎ cu 2010.
 Prof. Ioan Sǎcǎleanu, Lic.” Ştefan cel Mare”, Hirlău
 Clasa aXII a 12. 18: Fie " "⋅ o operaţie inernǎ asociativǎ definitǎ pe mulţimea G. Demonstraţi cǎ dacǎ sunt verificate proprietǎţile: a) existǎ t G∈ astfel încât 2x t= pentru orice x G∈ ; b) pentru orice x G∈ , existǎ 0x G∈ astfel încât 0t x x⋅ = atunci ( ),G ⋅ este grup comutativ.
 Prof. Dr. Cristian Dinu , C.N. “Carol I”, Craiova 12. 19: Fie f:[0, ∞)→[0, ∞)o funcţie continuă şi a parametru real strict pozitiv. Să se arate că
 funcţia ( )( )( )
 2x
 ax
 a
 t f t dtF x
 t f t dt
 ⋅=
 ⋅
 ∫∫
 este crescătoare pe intervalul [a, ∞).
 Prof. Laurenţa Doca, Lic. „Ion Neculce”, Tg. Frumos 12. 20: Sǎ se determine funcţia de douǎ ori derivabilǎ ( ): 0,f → ∞ ştiind cǎ verificǎ
 / / / / / / / / /
 2f Ff f F f f f F f f f
 + =⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ +
 , unde F este o primitivǎ a funcţiei f .
 Prof. Ioan Sǎcǎleanu, Lic.” Ştefan cel Mare”, Hirlău
 12. 21: Sǎ se calculeze integrala ( )( ) ( )2010
 2010, 0,
 x
 x
 e xdx x
 x x e⋅ −
 ∈ ∞⋅ +∫ .
 Prof. Dr. Cristian Dinu , C.N. “Carol I”, Craiova
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 Rubrica rezolvitorilor
 Au dat soluţii corecte la problemele din nr. 3 următorii elevi:
 Craiova , Dolj
 Colegiul Naţinal “Carol I “: clasa a VII a (prof. ……): Rǎdulescu Adrian (8p)
 Liceul teoretic “Tudor Arghezi”: clasa a V a (prof. Dorina Drǎcea): Vîrlan Leonard (16p)
 Şcoala nr. 2 “Traian” : clasa a VI a (prof. ……): Sima Oana (7p)
 Târgu Frumos, Iaşi
 Liceul teoretic “Ion Neculce” : clasa a VI a (prof. Mihaela Turnea): Aştefǎnesei Rareş (5p)
 Hîrlǎu, Iaşi
 Liceul teoretic “Ştefan cel Mare” : clasa a V a (prof. Gheorghe Oancea): Agheorghiesei Tudor (3p); Ciubuc Remus (5p); Dolhescu Alexandru(3p); Dulhan Delia(3p); Matei Dragoş Alin (3p); Pricop Adelin(5p); Pîrvu Diana (3p). clasa a VI a (prof.Ioan Sǎcǎleanu): Bobîrnǎ Costin Petru(10p); Chifan Lavinia(8p); Ciubotariu Raluca(12p); Ciubuc Mihaela(9p); Coman Daniela(9p); Curpǎn Andreea Luiza(11p); Loghin Andreea(8p); Neamţu Alexandra(8p); Nicu ndrei(9p); Petrei Dragoş(9p); Poruşniuc Iuliana(8p); Ruginǎ Rareş(10p); Sǎcǎleanu Emilia Gabriel(9p); Ungureanu Mǎlina(10p); Lǎcǎtuşu Alexandra(18p); Georgescu Alina(10p); Scurtu Gabriela(8p). clasa a VII a (prof.Ioan Sǎcǎleanu): Brînzǎ Carla(9p); Buzilǎ Bianca(9p); Cǎlinescu Ana Ioana(9p); Cojocaru Bogdan(12p); Cotiugǎ Mǎdǎlina(10p); Fotea Paraschiva(11p); Georgescu Maria(10p); Huţanu Mǎdǎlina(12p); Ifrim Rareş(18p); Loghin Bianca(11p); Mititelu Melissa Florina(12p); Neicu Mara(11p); Sava Diana(9p); Scripcaru Gabriel(9p); Simionescu Daiana(10p); Ţuţueanu Ovidiu(11p) clasa a VIII a (prof.Ioan Sǎcǎleanu): Ceucǎ Rǎzvan(7p); Ivǎnuţǎ Andreea Simona(7p); Jitariu Adina Diana(7p); Laiu Dumitru(15p); Pletan Denisa Elena(7p); Ursan Teofil(7p). clasa a IX a (prof.Ioan Sǎcǎleanu): Ciocan Clara(10p); Oprea Bogdan(9p); Petraru Alexandra(8p); Ponor Cosmina(9p); Tudorache Ştefania(8p). clasa a XI a (prof.Aurel Neicu): Cojocaru Iulia Andreea (4p); Pascal Cǎtǎlina Elena (4p); Pintilii Anda Dumitrela(4p);
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 Concursul de creaţie a revistei “m M-2009” “Cea mai frumoasă problemă”
 Concursul se adresează tuturor elevilor (clasele I-XII) . Elevii pot participa doar cu probleme originale. Problemele care nu sunt originale nu vor fi publicate sau nu vor participa la premiere. Fiecare problemă propusă trebuie sǎ fie însoţită de rezolvarea completă Expediaţi problemele folosind una din variantele:
 • prin poştă , pe adresa Liceul Teoretic “ Ştefan cel Mare” , Hîrlău , str. Mihai Eminescu, nr. 5 , cu menţiunea Pentru concursul mM-2011”
 • direct prof. Ioan Săcăleanu • prin e-mail, pe adresa : [email protected]
 În luna decembrie a fiecărui an vor fi stabiliţi câştigătorii pentru fiecare clasă . Va fi premiat autorul celei mai originale . Alte informaţii găsiţi pe site-ul liceului http://hirlau.licee.edu.ro/
 În atenţia elevilor ! Numele elevilor ce vor trimite redacţiei soluţii corecte la problemele din rubrica Probleme propuse vor fi menţionate în Rubrica rezolvitorilor. Se va ţine seama de următoarele reguli:
 1. Pot trimite soluţii la minim 10 probleme propuse în acest număr ; pe o foaie va fi redactată soluţia unei singure probleme;
 2. Elevii din clasele III—VI au dreptul să trimită soluţii la problemele propuse până la clasa lor şi pentru orice clasă mai mare. Elevii din clasele VII-XII pot trimite soluţii la problemele propuse pentru clasa lor, pentru orice clasă mai mare şi din două clase mai mici , imediat anterioare.
 3. Vor fi menţionate următorele date personale: numele şi prenumele, telefon-email, clasa, şcoala, localitatea şi profesorul clasei.
 4. Plicul cu probleme rezolvate se va trimite prin poştă pe adresa Redacţiei: Liceul “Ştefan cel Mare”, Hîrlău, str. Mihai Eminescu, nr. 5 sau va fi adus direct prof. Ioan Săcăleanu.
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