


	
		×
		

	






    
        
            
                
                    
                
            

            
                
                    
                    
                        
                    
                

            

            
                                    Logare
                    Să începem
                            

        

        

        
            	Travel
	Technology
	Sports
	Marketing
	Education
	Career
	Social Media


            + Explorați toate categoriile
        


            






    

        
        
            Capitolul 3 INTEGRALE IMPROPRII -...

        


        




    
        
            
                

                
                
            

            
                
                1

26
                
            

            
                
                100%
Actual Size
Fit Width
Fit Height
Fit Page
Automatic


                
            

			
        

        
            
                
                
                
            

            
                

                

                
                    
                     Match case
                     Limit results 1 per page
                    

                    
                    

                

            

        
        
            
                                    
    
        
        

        

        

        
        
            Capitolul 3 INTEGRALE IMPROPRII În deﬁni¸ tia integralei Riemann, s-a presupus c˘ a intervalul de integrare [ a, b] este un interval închis ¸ si m˘ arginit, demonstrându-se mai apoi c˘ a o func¸ tie integrabil˘ a este în mod necesar ¸ si m ˘ arginit˘ a. Totu¸ si, apar în mod natural situa¸ tii în care aceste condi¸ tii nu sunt îndeplinite. În cele ce urmeaz ˘ a, vom extinde no¸ tiunea de integral ˘ a Riemann pentru a aco- peri aceste cazuri (interval de integrare nem˘ arginit, respectiv integrand nem˘ ar- ginit pe intervalul de integrare), ob¸ tinându-se a¸ sa-numitele integrale improprii sau integrale generalizate. Prin analogie cu seriile numerice, pentru care con- vergen¸ ta sau divergen¸ ta seriei erau deﬁnite cu ajutorul limitei ¸ sirului sumelor par¸ tiale, vom deﬁni convergen¸ ta sau divergen¸ ta unor integrale improprii cu aju- torul unui procedeu de trecere la limit˘ a pentru integrale „par¸ tiale", pe domenii mai mici, pe care se evit˘ a situa¸ tiile problematice în cauz˘ a. Vom începe mai întâi cu situa¸ tia în care intervalul de integrare este nem˘ arginit, continuând apoi cu situa¸ tia în care integrandul este nem˘ arginit pe intervalul de integrare. 3.1 Integrale improprii în raport cu intervalul Integralele pentru care intervalul de integrare este nem˘ arginit se numesc inte- grale improprii în raport cu intervalul, sau de specia (spe¸ ta) I. Vom studia mai întâi integrale de tipul ˆ ∞ a f ( x)dx. În acest sens, ﬁe f : [ a, ∞) → R astfel încât f este integrabil˘ a pe orice interval [ a, A], A > a. Pu- tem atunci vorbi despre ˆ A a f ( x)dx pentru orice A > a, urm˘ atorul pas ﬁind cel 78 
        

        
    






                            

        

    









        
            	
					Upload

					others
				
	
                    Category

                        Documents

                
	
                    view

                    69
                
	
                    download

                    1
                


        

        


        

        
        
            
                SHARE

                
                    
                    
                        
                                
                            

                        

                    

                    
                    
                        
                                
                            

                        

                    

                    
                    
                        
                                
                            

                        

                    

                    
                    
                        
                                
                            

                        

                    

                    
                    
                        
                                
                            

                        

                    
                

            

            
                                    Download
                                Report this document
            

            

        


        
            Embed Size (px):

            344 x 292
429 x 357
514 x 422
599 x 487


        

        

        

        
                
            Transcript of Capitolul 3 INTEGRALE IMPROPRII -...

            Page 1
                        

Capitolul 3
 INTEGRALE IMPROPRII
 În definitia integralei Riemann, s-a presupus ca intervalul de integrare [a, b] esteun interval închis si marginit, demonstrându-se mai apoi ca o functie integrabilaeste în mod necesar si marginita. Totusi, apar în mod natural situatii în care acesteconditii nu sunt îndeplinite.
 În cele ce urmeaza, vom extinde notiunea de integrala Riemann pentru a aco-peri aceste cazuri (interval de integrare nemarginit, respectiv integrand nemar-ginit pe intervalul de integrare), obtinându-se asa-numitele integrale impropriisau integrale generalizate. Prin analogie cu seriile numerice, pentru care con-vergenta sau divergenta seriei erau definite cu ajutorul limitei sirului sumelorpartiale, vom defini convergenta sau divergenta unor integrale improprii cu aju-torul unui procedeu de trecere la limita pentru integrale „partiale", pe domeniimai mici, pe care se evita situatiile problematice în cauza.
 Vom începe mai întâi cu situatia în care intervalul de integrare este nemarginit,continuând apoi cu situatia în care integrandul este nemarginit pe intervalul deintegrare.
 3.1 Integrale improprii în raport cu intervalul
 Integralele pentru care intervalul de integrare este nemarginit se numesc inte-grale improprii în raport cu intervalul, sau de specia (speta) I.
 Vom studia mai întâi integrale de tipulˆ ∞
 af (x)dx. În acest sens, fie f :
 [a, ∞) → R astfel încât f este integrabila pe orice interval [a, A], A > a. Pu-
 tem atunci vorbi despreˆ A
 af (x)dx pentru orice A > a, urmatorul pas fiind cel
 78

Page 2
                        

Paul Georgescu, ELEMENTE DE CALCUL INTEGRAL 79
 de a studia ceea ce se intâmpla când A → ∞ (ne „apropiem" de +∞ prin trecerela limita).
 3.1.1 Convergenta si divergenta. Integrabilitate
 Definitie. Fie f : [a, ∞)→ R astfel încât f este integrabila pe orice interval [a, A],A > a.
 Daca exista limita limA→∞
 ˆ A
 af (x)dx si este finita, spunem ca integrala
 ˆ ∞
 af (x)dx
 este convergenta iar functia f este integrabila pe [a, ∞) (pe scurt, integra-bila).
 Daca limita limA→∞
 ˆ A
 af (x)dx nu exista, sau exista, dar este infinita, spunem ca
 integralaˆ ∞
 af (x)dx este divergenta iar functia f nu este integrabila pe
 [a, ∞) (pe scurt, nu este integrabila).
 În situatia în care limita limA→∞
 ˆ A
 af (x)dx exista (finita sau nu), aceasta limita
 reprezinta valoarea integraleiˆ ∞
 af (x)dx.
 Exemple. 1. Fie integralaˆ ∞
 0
 11 + x2 dx. Functia
 f1 : [0, ∞)→ R, f1(x) =1
 1 + x2 ,
 este integrabila pe orice interval [0, A], A > 0, întrucât este continua peun astfel de interval. Observam ca
 limA→∞
 ˆ A
 0
 11 + x2 dx = lim
 A→∞arctg x
 ∣∣∣∣∣∣A
 0
 = limA→∞
 arctg A =π
 2,
 deci integralaˆ ∞
 0
 11 + x2 este convergenta, valoarea sa este
 π
 2, iar f1
 este integrabila pe [0, ∞).
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 2. Fie integralaˆ ∞
 1
 1x
 dx. Functia
 f2 : [1, ∞)→ R, f2(x) =1x
 ,
 este integrabila pe orice interval [1, A], A > 1, întrucât este continua peun astfel de interval. Observam ca
 limA→∞
 ˆ A
 1
 1x
 dx = limA→∞
 ln x
 ∣∣∣∣∣∣A
 1
 = limA→∞
 ln A = ∞,
 deci integralaˆ ∞
 1
 1x
 dx este divergenta, valoarea sa fiind +∞, iar f2 nu
 este integrabila pe [1, ∞).
 3. Fie integralaˆ ∞
 0cos xdx. Functia
 f3 : [0, ∞)→ R, f3(x) = cos x,
 este integrabila pe orice interval [0, A], A > 0, întrucât este continua peun astfel de interval. Observam ca
 limA→∞
 ˆ A
 0cos xdx = lim
 A→∞sin x
 ∣∣∣∣∣∣A
 0
 = limA→∞
 sin A, care nu exista.
 Integralaˆ ∞
 0cos xdx este divergenta, fara a i se asocia o valoare, iar f3
 nu este integrabila pe [0, ∞).
 Exemplu. Fie integralaˆ ∞
 1
 1xp dx. Printr-un rationament similar celui din
 Exemplul 2 de mai sus putem arata ca
 ˆ ∞
 1
 1xp dx este
 convergenta, pentru p > 1,
 divergenta, pentru p ≤ 1.
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 Integrale improprii de speta I cu integrand pozitiv
 Fie f : [a, ∞) → [0, ∞) astfel încât f este integrabila pe orice interval [a, A],a < A. Sa notam
 F : [a, ∞)→ R, F(A) =
 ˆ A
 af (x)dx.
 Întrucât f este pozitiva, F este crescatoare, valoarea integralei crescând odata cucresterea lungimii intervalului. Atunci limita lim
 A→∞F(A), utilizata în definitiile
 convergentei si divergentei, exista, finita sau nu. Are deci loc urmatorul rezul-tat, similar în natura sa cu proprietatea seriilor cu termeni pozitivi de a fi sauconvergente, sau divergente catre +∞.
 Teorema 3.1. Fie f : [a, ∞)→ [0, ∞) astfel încât f este integrabila pe orice interval
 [a, A], a < A. Atunci integralaˆ ∞
 af (x)dx este fie convergenta, fie divergenta cu
 valoarea +∞.
 Alte tipuri de intervale nemarginite
 În mod similar definim convergenta unor integrale de tipulˆ a
 −∞f (x)dx, cu
 ajutorul limitei
 limA→−∞
 ˆ a
 Af (x)dx,
 respectiv a unor integrale de tipulˆ +∞
 −∞f (x)dx, cu ajutorul limitei
 limB→∞
 A→−∞
 ˆ B
 Af (x)dx.
 3.1.2 Convergenta în sensul valorii principale (Cauchy)
 Pentru definitia integraleiˆ +∞
 −∞f (x)dx, este important sa se observe faptul ca
 limita
 limB→∞
 A→−∞
 ˆ B
 Af (x)dx
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 contine doua variabile diferite, A si B, întrucât ne putem apropia de −∞ si +∞în mod independent. Acest lucru se poate observa si cu ajutorul relatieiˆ +∞
 −∞f (x)dx =
 ˆ a
 −∞f (x)dx +
 ˆ +∞
 af (x)dx,
 pentru a ∈ (−∞,+∞) oarecare, în care convergenta primei integrale este inde-pendenta de convergenta celei de-a doua.
 Definitie. Daca f : R → R este integrabila pe [−A, A] pentru orice A > 0 iarlimita cu o singura variabila
 limA→∞
 ˆ A
 −Af (x)dx,
 caz particular al celei de mai sus (ne îndreptam catre −∞ si +∞ „cu aceeasi vi-
 teza"), exista si este finita, spunem ca integralaˆ +∞
 −∞f (x)dx este convergenta în
 sensul valorii principale (Cauchy), valoarea sa principala, notata
 v.p.ˆ ∞
 −∞f (x)dx,
 fiind valoarea limitei.
 Relatia între convergenta si convergenta în sensul valorii principale
 Conform definitiei, daca integralaˆ +∞
 −∞f (x)dx este convergenta, atunci ea
 este convergenta si în sensul valorii principale (Cauchy). Sa observam însa caimplicatia reciproca nu are loc.
 Fie integralaˆ ∞
 −∞xdx. Deoarece
 limA→∞
 ˆ A
 −Axdx =
 x2
 2
 ∣∣∣∣∣∣A
 −A
 = 0,
 urmeaza ca integralaˆ ∞
 −∞xdx este convergenta în sensul valorii principale, iar
 v.p.ˆ ∞
 −∞xdx = 0. Totusi
 limB→∞
 A→−∞
 ˆ B
 Axdx = lim
 B→∞A→−∞
 x2
 2
 ∣∣∣∣∣∣B
 A
 = limB→∞
 A→−∞
 B2 − A2
 2
 nu exista, integralaˆ ∞
 −∞xdx nefiind deci convergenta.
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 3.1.3 Proprietati de calcul
 Integralele improprii pastreaza cele mai multe proprietati ale integralelor defi-nite. În particular, au loc urmatoarele proprietati de calcul, prima reprezentândproprietatea de aditivitate în raport cu intervalul, cea de-a doua reprezentândproprietatea de aditivitate în raport cu functia.
 Teorema 3.2. Fie f : [a, ∞)→ R, f integrabila pe [a, ∞). Atunci f este integrabilape orice subinterval [c, ∞), c > a, si
 ˆ ∞
 af (x)dx =
 ˆ c
 af (x)dx +
 ˆ ∞
 cf (x)dx.
 Demonstratie. Fie c > a arbitrar. Fie de asemenea A > c. Atunci f este integra-bila pe [c, A], iar conform proprietatii de aditivitate a integralei definite în raportcu intervalul, avem ca
 ˆ A
 af (x)dx =
 ˆ c
 af (x)dx +
 ˆ A
 cf (x)dx.
 Atunci
 limA→∞
 ˆ A
 af (x)dx = lim
 A→∞
 (ˆ c
 af (x)dx +
 ˆ A
 cf (x)dx
 )
 = limA→∞
 ˆ c
 af (x)dx + lim
 A→∞
 ˆ A
 cf (x)dx
 =
 ˆ c
 af (x)dx + lim
 A→∞
 ˆ A
 cf (x)dx,
 de unde concluzia. �
 Teorema 3.3. Fie f , g : [a, ∞)→ R, f , g integrabile pe [a, ∞) si c1, c2 ∈ R. Atuncic1 f + c2g este integrabila pe [a, ∞), si
 ˆ ∞
 a(c1 f (x) + c2g(x))dx = c1
 ˆ ∞
 af (x)dx + c2
 ˆ ∞
 ag(x)dx
 Demonstratia se obtine din proprietatea corespunzatoare a integralei definite printr-un procedeu de trecere la limita similar celui de mai sus.
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 3.1.4 Criterii de convergenta
 Criteriul de comparatie
 Teorema 3.4. Fie f , g : [a, ∞)→ [0, ∞), astfel încât
 f (x) ≤ g(x), pentru orice x ∈ [a, ∞).
 1. Dacaˆ ∞
 ag(x)dx este convergenta, atunci si
 ˆ ∞
 af (x)dx este convergenta.
 2. Dacaˆ ∞
 af (x)dx este divergenta, atunci si
 ˆ ∞
 ag(x)dx este divergenta.
 Demonstratie. Fie A > a. Atunciˆ A
 af (x)dx ≤
 ˆ A
 ag(x)dx,
 întrucât inegalitatile între functii se pastreaza prin integrare. Conform Teore-mei 3.1, exista
 limA→∞
 ˆ A
 af (x)dx =
 ˆ ∞
 af (x)dx, lim
 A→∞
 ˆ A
 ag(x)dx =
 ˆ ∞
 ag(x)dx,
 iar prin trecere la limita pentru A→ ∞ în inegalitatea de mai sus obtinem caˆ ∞
 af (x)dx ≤
 ˆ ∞
 ag(x)dx.
 Dacaˆ ∞
 ag(x)dx este convergenta, atunci membrul drept este finit, si atunci la
 fel este si membrul stâng, iarˆ ∞
 af (x)dx este convergenta. Daca
 ˆ ∞
 af (x)dx este
 divergenta, atunci membrul stâng este infinit, si atunci la fel este si membrul
 drept, iarˆ ∞
 ag(x)dx este divergenta. �
 Rezultatul este usor de retinut (si înteles) tinând seama de urmatoarea obser-vatie. Integrala pe [a, ∞) a unei functii pozitive este fie „mica" (convergenta, cuvaloare numerica), fie „mare" (divergenta), cu valoarea +∞.
 Cum f ≤ g, inegalitatea se pastreaza si între cele doua integrale, adicaˆ ∞
 af (x)dx ≤
 ˆ ∞
 ag(x)dx.
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 Dacaˆ ∞
 ag(x)dx este „mica" (convergenta), atunci
 ˆ ∞
 af (x)dx este „si mai mica"
 (tot convergenta). Dacaˆ ∞
 af (x)dx este „mare" (divergenta), atunci
 ˆ ∞
 ag(x)dx
 este „si mai mare" (tot divergenta).
 Tot de aici putem observa ca nu putem trage nicio concluzie dacaˆ ∞
 ag(x)dx
 este divergenta, întrucâtˆ ∞
 af (x)dx este „mai mica", dar poate fi sau „mica" (con-
 vergenta), sau „mare" (divergenta). Similar, dacaˆ ∞
 af (x)dx este convergenta,
 atunci nu putem obtine nicio concluzie.
 Teorema 3.5. Fie f : [a, ∞)→ [0, ∞), integrabila pe [a, A] pentru orice A > a.
 1. Daca exista p > 1 astfel ca
 limx→∞
 xp f (x) = l ∈ [0, ∞)
 atunciˆ ∞
 af (x)dx este convergenta.
 2. Daca exista p ≤ 1 astfel ca
 limx→∞
 xp f (x) = l ∈ (0, ∞]
 atunciˆ ∞
 af (x)dx este divergenta.
 Combinând cele doua proprietati obtinem urmatorul criteriu de convergentautil în aplicatii.
 Corolar 3.5.1. Fie f : [a, ∞)→ [0, ∞) continua astfel încât exista p ∈ R cu proprietatea
 limx→∞
 xp f (x) = l ∈ (0, ∞).
 Atunci
 1. Daca p > 1, atunci integralaˆ ∞
 af (x)dx este convergenta.
 2. Daca p ≤ 1, atunci integralaˆ ∞
 af (x)dx este divergenta.
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 Remarcam faptul ca în situatia în cauza, integralaˆ ∞
 af (x)dx are comporta-
 ment „invers" lui p. Astfel daca p este „mic" (≤ 1), integrala este „mare" (di-vergenta cu valoarea +∞), iar daca p este „mare" (> 1), integrala este „mica"(convergenta).
 Exemplu. Studiati convergenta integraleiˆ ∞
 1
 1√x4 + 1
 dx.
 Solutie. Deoarece integrandul are comportarea aproximativa a lui 1√x4 = 1
 x2 pen-tru x → ∞, alegem p = 2. Atunci
 limx→∞
 x2 1√x4 + 1
 = limx→∞
 x2 1√x4Ä1 + 1
 x4
 ä = limx→∞
 1√1 + 1
 x4
 = 1 ∈ (0, ∞).
 Cum p = 2 > 1, urmeaza caˆ ∞
 1
 1√x4 + 1
 dx este convergenta.
 Exemplu. Studiati convergenta integraleiˆ ∞
 1
 √x
 x3 + 2x + 3dx.
 Solutie. Deoarece integrandul are comportarea aproximativa a lui√
 xx3 = 1
 x52
 pen-
 tru x → ∞, alegem p = 52 . Atunci
 limx→∞
 x52
 √x
 x3 + 2x + 3= lim
 x→∞
 x3
 x3 + 2x + 3= 1 ∈ (0, ∞).
 Deoarece p = 52 > 1, urmeaza ca integrala
 ˆ ∞
 1
 √x
 x3 + 2x + 3dx este convergenta.
 Exemplu. Studiati convergenta integraleiˆ ∞
 2
 arctg x√x2 + x + 1
 dx.
 Solutie. Deoarece numitorul are comportarea aproximativa a lui√
 x2 = x pentrux → ∞, iar numaratorul este marginit, alegem p = 1. Atunci
 limx→∞
 xarctg x√
 x2 + x + 1= lim
 x→∞x
 arctg x√x2Ä1 + 1
 x + 1x2
 ä = limx→∞
 arctg x√1 + 1
 x + 1x2
 =π
 2∈ (0, ∞).
 Deoarece p = 1, urmeaza ca integralaˆ ∞
 2
 arctg x√x2 + x + 1
 dx este divergenta.
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 3.1.5 Transformarea într-o serie numerica
 Integralaˆ ∞
 af (x)dx poate fi transformata într-o serie numerica. Astfel, are loc
 egalitatea ˆ ∞
 af (x)dx =
 ˆ a+1
 af (x)dx +
 ˆ a+2
 a+1f (x)dx + . . . .
 Cu notatia an =
 ˆ a+n+1
 a+nf (x)dx, n ≥ 0, urmeaza ca
 ˆ ∞
 af (x)dx =
 ∞∑n=0
 an
 În acest fel, convergenta unei integrale improprii în raport cu intervalul poatefi legata de convergenta unei serii numerice. Desigur, transformarea integraleiîntr-o serie numerica nu este unica, intervalul [a, ∞) putând fi împartit si în altemoduri.
 Teorema 3.6. Fie f : [a, ∞) → [0, ∞), f continua si monoton descrescatoare.
 Atunciˆ ∞
 af (x)dx are aceeasi natura cu
 ∞∑n=k
 f (n), unde indicele de plecare k ∈
 [a, ∞) poate fi ales convenabil.
 Exemplu. Studiati convergenta integraleiˆ ∞
 1
 1√x4 + x2 + 1
 dx
 Solutie. Functia
 f : [1, ∞)→ [0, ∞), f (x) =1√
 x4 + x2 + 1,
 este continua si monoton descrescatoare pe [1, ∞). Urmeaza caˆ ∞
 1
 1√x4 + x2 + 1
 dx
 are aceeasi natura cu seria∞∑
 n=1
 1√n4 + n2 + 1
 .
 Studiem acum natura seriei∞∑
 n=1
 1√n4 + n2 + 1
 cu ajutorul unui criteriu de com-
 paratie. Întrucât1√
 n4 + n2 + 1≤ 1√
 n4=
 1n2 ,
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 iar seria∞∑
 n=1
 1n2 este convergenta (serie armonica generalizata cu p = 2 > 1),
 urmeaza ca si seria∞∑
 n=1
 1√n4 + n2 + 1
 este convergenta. La rândul ei, integralaˆ ∞
 1
 1√x4 + x2 + 1
 dx este convergenta, având aceeasi natura cu aceasta serie.
 3.1.6 Convergenta absoluta
 Definitie. Fie f : [a, ∞) → R. Vom spune caˆ ∞
 af (x)dx este absolut conver-
 genta, iar f este absolut integrabila pe [a, ∞), dacaˆ ∞
 a| f (x)|dx este convergenta,
 adica | f | este integrabila pe [a, ∞).
 Se poate demonstra ca dacaˆ ∞
 af (x)dx este absolut convergenta, atunci este si
 convergenta, nefiind însa valabila si reciproca (asa cum numele sugereaza, abso-luta convergenta înseamna mai mult decât convergenta). Pentru functii cu valoripozitive, cum | f | coincide cu f , notiunea de absoluta convergenta coincide cunotiunea de convergenta.
 3.2 Integrale improprii în raport cu functia
 Integralele pentru care integrandul este nemarginit pe intervalul de integrare senumesc integrale improprii în raport cu functia, sau de specia (speta) II.
 Vom studia mai întâi integrale de tipulˆ b
 af (x)dx în care limita inferioara a
 este punct singular, în sensul ca f este nemarginita într-o vecinatate a lui a.
 Definitie. Fie f : (a, b] → R. Vom spune ca a este punct singular pentru func-tia f daca f este marginita pe orice subinterval [A, b], a < A < b, dar f estenemarginita pe (a, b].
 Prototip
 Un prototip al acestor integrale este integralaˆ 1
 0
 1xp dx, p > 0, în care inte-
 grandul nu este definit în x = 0, punctul singular, nefiind nici marginit pe (0, 1],întrucât limita sa la dreapta în x = 0 este +∞.
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 Fie f : (a, b]→ R astfel încât f este integrabila pe orice interval [A, b], a < A <
 b. Putem atunci vorbi despreˆ b
 Af (x)dx pentru orice a < A < b, urmatorul pas
 fiind cel de a studia ceea ce se intâmpla când A → a, punctul singular al functiei(ne „apropiem" de punctul singular prin trecere la limita).
 3.2.1 Convergenta si divergenta. Integrabilitate
 Definitie. Fie f : (a, b] → R astfel încât f este integrabila pe orice interval [A, b],a < A < b.
 Daca exista limita limA→aA>a
 ˆ b
 Af (x)dx si este finita, spunem ca integrala
 ˆ b
 af (x)dx
 este convergenta iar functia f este integrabila pe (a, b] (pe scurt, integra-bila).
 Daca limita limA→aA>a
 ˆ b
 Af (x)dx nu exista, sau exista, dar este infinita, spunem ca in-
 tegralaˆ b
 af (x)dx este divergenta iar functia f nu este integrabila pe (a, b]
 (pe scurt, nu este integrabila).
 În situatia în care limita limA→aA>a
 ˆ b
 Af (x)dx exista (finita sau nu), aceasta limita re-
 prezinta valoarea integraleiˆ b
 af (x)dx.
 Exemple. 1. Fie integralaˆ 1
 0
 1xp dx, p ∈ (0, 1). Punctul singular al functiei
 este x = 0, întrucât limx→0x>0
 1xp = +∞. Functia
 f1 : (0, 1]→ R, f1(x) =1xp ,
 este integrabila pe orice interval [A, 1], 0 < A < 1, întrucât este conti-
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 nua pe un astfel de interval. Observam ca
 limA→0A>0
 ˆ 1
 A
 1xp dx = lim
 A→0
 ˆ 1
 Ax−pdx = lim
 A→0A>0
 Öx1−p
 1− p
 ∣∣∣∣∣∣1
 A
 è= lim
 A→0A>0
 (1
 1− p− A1−p
 1− p
 )=
 11− p
 .
 Integralaˆ 1
 0
 1xp dx, p ∈ (0, 1) este deci convergenta, cu valoarea 1
 1−p .
 2. Fie integralaˆ 1
 0
 1x
 dx . Ca mai sus, punctul singular al functiei este x =
 0, functia
 f2 : (0, 1]→ R, f2(x) =1x
 ,
 este integrabila pe orice interval [A, 1], 0 < A < 1, iar
 limA→0A>0
 ˆ 1
 A
 1x
 dx = limA→0A>0
 ln x
 ∣∣∣∣∣∣1
 A
 = limA→0A>0
 (ln 1− ln A) = 0− (−∞) = +∞.
 Integralaˆ 1
 0
 1x
 dx este deci divergenta, cu valoarea +∞.
 3. Fie integralaˆ 1
 0
 1xp dx, p > 1. Ca mai sus, punctul singular al functiei
 este x = 0, functia
 f3 : (0, 1]→ R, f3(x) =1xp ,
 este integrabila pe orice interval [A, 1], 0 < A < 1, iar
 limA→0A>0
 ˆ 1
 A
 1xp dx = lim
 A→0A>0
 (1
 1− p− A1−p
 1− p
 )= lim
 A→0A>0
 Ç1
 1− p− 1
 Ap−1(1− p)
 å=
 11− p
 − 1(0+) · (1− p)
 = +∞.
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 Integralaˆ 1
 0
 1xp dx, p > 1 este deci divergenta, cu valoarea +∞. Obti-
 nem din cele de mai sus ca
 ˆ 1
 0
 1xp dx este
 convergenta, pentru p < 1,
 divergenta, pentru p ≥ 1.
 Integrale improprii de speta II cu integrand pozitiv
 Fie f : (a, b] → [0, ∞) astfel încât f este integrabila pe orice interval [A, b],a < A < b. Putem obtine urmatorul rezultat analog celui corespunzator pentruintegrale improprii de speta I.
 Teorema 3.7. Fie f : (a, b]→ [0, ∞) astfel încât f este integrabila pe orice interval
 [A, b], a < A < b. Atunci integralaˆ b
 af (x)dx este fie convergenta, fie divergenta
 cu valoarea +∞.
 3.2.2 Proprietati de calcul
 Au loc urmatoarele proprietati de calcul, similare celor pe care le au integraleleimproprii de speta I.
 Teorema 3.8. Fie f : (a, b] → R, f integrabila pe (a, b]. Atunci f este integrabilape orice subinterval (a, c], a < c < b, si
 ˆ b
 af (x)dx =
 ˆ c
 af (x)dx +
 ˆ b
 cf (x)dx.
 Teorema 3.9. Fie f , g : (a, b] → R, f , g integrabile pe (a, b] si c1, c2 ∈ R. Atuncic1 f + c2g este integrabila pe (a, b], si
 ˆ b
 a(c1 f (x) + c2g(x))dx = c1
 ˆ b
 af (x)dx + c2
 ˆ b
 ag(x)dx.
 3.2.3 Criterii de convergenta
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 Teorema 3.10. Fie f : (a, b] → [0, ∞), integrabila pe [A, b] pentru orice a < A <
 b.
 1. Daca exista p < 1 astfel ca
 limx→ax>a
 (x− a)p f (x) = l ∈ [0, ∞),
 atunciˆ b
 af (x)dx este convergenta.
 2. Daca exista p ≥ 1 astfel ca
 limx→ax>a
 (x− a)p f (x) = l ∈ (0, ∞],
 atunciˆ b
 af (x)dx este divergenta.
 Demonstratia este similara demonstratiei Teoremei 3.5, criteriul corespunzator deconvergenta pentru integrale improprii de specia I.
 Corolar 3.10.1. Fie f : (a, b] → [0, ∞) continua astfel încât exista p ∈ R cu proprieta-tea
 limx→ax>a
 (x− a)p f (x) = l ∈ (0, ∞).
 Atunci
 1. Daca p < 1, atunci integralaˆ b
 af (x)dx este convergenta.
 2. Daca p ≥ 1, atunci integralaˆ b
 af (x)dx este divergenta.
 Remarcam faptul ca în situatia în cauza, integralaˆ b
 af (x)dx are comporta-
 mentul lui p. Astfel daca p este „mic" (p < 1), integrala este „mica" (convergenta),iar daca p este „mare" (> 1), integrala este „mare" (divergenta cu valoarea +∞).
 Exemplu. Studiati convergenta integraleiˆ 1
 0
 15x2 − x3 dx.

Page 16
                        

Paul Georgescu, ELEMENTE DE CALCUL INTEGRAL 93
 Solutie. Deoarece ˆ 1
 0
 15x2 − x3 dx =
 ˆ 1
 0
 1x2(5− x)
 dx,
 urmeaza ca x = 0 este punct singular pentru integrand (cealalta radacina a nu-mitorului, x = 5, nu apartine intervalului de integrare). Deoarece termenul careanuleaza numitorul în punctul singular, x2, are puterea 2, alegem p = 2. Atunci
 limx→0x>0
 (x− 0)2 1x2(5− x)
 = limx→0x>0
 15− x
 =15∈ (0, ∞).
 Cum p = 2 > 1, urmeaza ca integralaˆ 1
 0
 15x2 − x3 dx este divergenta, cu valoarea
 +∞.
 Exemplu. Studiati convergenta integraleiˆ π
 2
 0ctg xdx.
 Solutie. Deoarece ˆ π2
 0ctg xdx =
 ˆ π2
 0
 cos xsin x
 dx,
 iar numitorul se anuleaza pentru x = 0, în timp ce numaratorul nu, urmeazaca x = 0 este punct singular. Deoarece termenul care anuleaza numitorul înpunctul singular, sin x, are comportarea aproximativa a lui x pentru x → 0, lucruobservabil cu ajutorul limitei
 limx→0
 sin xx
 = 1,
 alegem p = 1. Urmeaza ca
 limx→0x>0
 x1 cos xsin x
 = limx→0x>0
 cos xx
 sin x= 1 ∈ (0, ∞).
 Deoarece p = 1, urmeaza caˆ π
 2
 0ctg xdx este divergenta.
 3.2.4 Convergenta absoluta
 Definitie. Fie f : (a, b]→ R. Vom spune caˆ b
 af (x)dx este absolut convergenta,
 iar f este absolut integrabila pe (a, b] dacaˆ b
 a| f (x)|dx este convergenta, adica
 | f | este integrabila pe (a, b].
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 Se poate demonstra ca dacaˆ b
 af (x)dx este absolut convergenta, atunci este si
 convergenta pe (a, b], nefiind însa valabila si reciproca (din nou, asa cum numelesugereaza, absoluta convergenta înseamna mai mult decât convergenta). Pentrufunctii cu valori pozitive, cum | f | coincide cu f , notiunea de absoluta convergentacoincide cu notiunea de convergenta.
 Integrale improprii cu limita superioara punct singular
 Integralele de tipulˆ b
 af (x)dx în care limita superioara b este punct singular,
 în sensul ca f este nemarginita într-o vecinatate a lui b, se studiaza analog celorîn care limita inferioara este punct singular, utilizând „apropierea" de punctulsingular b prin trecere la limita.
 Definitie. Fie f : [a, b) → R. Vom spune ca b este punct singular pentru func-tia f daca f este marginita pe orice subinterval [a, A], a < A < b, dar f estenemarginita pe [a, b).
 Prototip
 Un prototip al acestor integrale este integralaˆ 1
 0
 1(1− x)p dx, p > 0, în care
 integrandul nu este definit în x = 1, punctul singular, nefiind nici marginit pe[0, 1), întrucât limita sa la stânga în x = 1 este +∞.
 Prin analogie, pentru integralele improprii cu limita superioara punct singularse pot obtine urmatoarele criterii de convergenta.
 Criterii de convergenta
 Teorema 3.11. Fie f : [a, b) → [0, ∞), integrabila pe [a, A] pentru orice a < A <
 b.
 1. Daca exista p < 1 astfel ca
 limx→bx<b
 (b− x)p f (x) = l ∈ [0, ∞)
 atunciˆ b
 af (x)dx este convergenta.
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 2. Daca exista p ≥ 1 astfel ca
 limx→bx<b
 (b− x)p f (x) = l ∈ (0, ∞]
 atunciˆ b
 af (x)dx este divergenta.
 Corolar 3.11.1. Fie f : [a, b) → [0, ∞) continua astfel încât exista p ∈ R cu proprieta-tea
 limx→bx<b
 (b− x)p f (x) = l ∈ (0, ∞).
 Atunci
 1. Daca p < 1, atunci integralaˆ b
 af (x)dx este convergenta.
 2. Daca p ≥ 1, atunci integralaˆ b
 af (x)dx este divergenta.
 Exemplu. Studiati convergenta integraleiˆ 5
 2
 x2
 (x− 1)√
 5− xdx.
 Solutie. Observam ca x = 5 este punct singular, întrucât celalalt punct în care seanuleaza numitorul, x = 1, nu apartine intervalului de integrare. Deoarece ter-menul care anuleaza numitorul,
 √5− x, poate fi scris ca (5− x)
 12 , având puterea
 12 , alegem p = 1
 2 . Urmeaza ca
 limx→5x<5
 (5− x)12
 x2
 (x− 1)√
 5− x= lim
 x→5x<5
 x2
 x− 1=
 254∈ (0, ∞).
 Deoarece p = 12 < 1, urmeaza ca integrala
 ˆ 5
 2
 x2
 (x− 1)√
 5− xdx este convergenta.
 Integrale improprii cu mai mult de un punct singular
 Pot fi întâlnite însa si integrale improprii de speta II cu mai mult de un punctsingular, sau integrale improprii în care atât intervalul de integrare este nemar-ginit, cât si functia de integrat este nemarginita pe acest interval, având punctesingulare finite. Acestea din urma combina atât caracteristicile integralelor im-proprii de speta I, cât si ale celor de speta II.
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 În aceasta situatie, se scrie integrala ca suma mai multor integrale improprii,fiecare cu câte un unic punct singular, respectiv ca suma dintre o integrala impro-prie de speta I si una de speta II.
 Exemplu. Studiati convergenta integraleiˆ 4
 1
 x3√
 x− 1(4− x)2dx.
 Solutie. În aceasta situatie, atât x = 1 cât si x = 4 sunt puncte singulare, fiindradacini ale numitorului. Scriem integrala sub forma
 ˆ 4
 1
 x3√
 x− 1(4− x)2dx =
 ˆ 2
 1
 x3√
 x− 1(4− x)2dx +
 ˆ 4
 2
 x3√
 x− 1(4− x)2dx,
 ca suma între o integrala cu limita inferioara punct singular (prima integrala) si ointegrala cu limita superioara punct singular (a doua integrala). Deoarece
 limx→1x>1
 (x− 1)12
 x3√
 x− 1(4− x)2= lim
 x→1x>1
 x3
 (4− x)2 =19∈ (0, ∞),
 iar p = 12 < 1, urmeaza ca
 ˆ 2
 1
 x3√
 x− 1(4− x)2dx este convergenta.
 Deoarece
 limx→4x<4
 (4− x)2 x3√
 x− 1(4− x)2= lim
 x→4x<4
 x3√
 x− 1=
 64√3=
 64√
 33∈ (0, ∞),
 iar p = 2 > 1, urmeaza ca integralaˆ 4
 2
 x3√
 x− 1(4− x)2dx este divergenta. Fiind
 suma dintre o integrala convergenta si una divergenta, integralaˆ 4
 1
 x3√
 x− 1(4− x)2dx
 este divergenta.
 Exemplu. Studiati convergenta integraleiˆ ∞
 0
 13√
 x(1 + x2)dx.
 Solutie. În aceasta situatie, x = 0 este punct singular, fiind radacina a numitoru-lui, iar intervalul de integrare este nemarginit. Scriem integrala sub forma
 ˆ ∞
 0
 13√
 x(1 + x2)dx =
 ˆ 1
 0
 13√
 x(1 + x2)dx +
 ˆ ∞
 1
 13√
 x(1 + x2)dx,
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 ca suma între o integrala improprie de speta II cu limita inferioara punct singular(prima integrala) si o integrala improprie de speta I (a doua integrala). Deoarece
 limx→0x>0
 x13
 13√
 x(1 + x2)= lim
 x→0x>0
 11 + x2 = 1 ∈ (0, ∞),
 iar p = 13 < 1, urmeaza ca
 ˆ 1
 0
 13√
 x(1 + x2)dx este convergenta. Deoarece
 limx→∞
 x73
 13√
 x(1 + x2)= lim
 x→∞
 x2
 1 + x2 = 1 ∈ (0, ∞),
 iar p = 73 > 1, urmeaza ca integrala
 ˆ ∞
 1
 13√
 x(1 + x2)dx este de asemenea con-
 vergenta. De aici, integrala improprieˆ ∞
 0
 13√
 x(1 + x2)dx este convergenta, fiind
 suma a doua integrale improprii convergente.
 3.3 Integrale improprii dependente de parametri
 Dependenta de parametru poate apare si în contextul integralelor improprii. Pre-zentam în continuare doua dintre cele mai cunoscute integrale de acest tip.
 3.3.1 Functia Γ a lui Euler
 Integrala
 Γ(p) =ˆ ∞
 0xp−1e−xdx
 este convergenta pentru orice p > 0, definind astfel o functie Γ : (0, ∞) → R.Integrala de mai sus se mai numeste si integrala lui Euler de specia (speta) II.
 Proprietati ale functiei Γ
 Teorema 3.12. Au loc urmatoarele proprietati.
 1. Γ(1) = 1.
 2. Γ(p + 1) = pΓ(p), pentru orice p > 0 (formula de recurenta).
 3. Γ(p + n) = (p + n− 1)(p + n− 2) · · · pΓ(p), pentru orice p > 0, n ∈N.
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 4. Γ(n + 1) = n!, pentru orice n ∈N.
 5. Γ(p)Γ(1− p) =π
 sin pπ, pentru orice p ∈ (0, 1) (formula complemente-
 lor).
 6. Γ(12) =
 √π.
 Exemplu. Determinatiˆ ∞
 0
 √xe−xdx.
 Solutie. Observam caˆ ∞
 0
 √xe−xdx =
 ˆ ∞
 0x
 12 e−xdx =
 ˆ ∞
 0x
 32−1e−xdx = Γ(
 32).
 Conform formulei de recurenta, urmeaza ca
 Γ(32) = Γ(
 12+ 1) =
 12
 Γ(12) =
 12√
 π.
 Exemplu. Demonstrati caˆ ∞
 0e−x2
 dx =
 √π
 2(integrala Euler-Poisson).
 Solutie. Sa notam u = x2. Atunci
 u = x2 =⇒ x =√
 u =⇒ dx = (√
 u)′du =1
 2√
 udu,
 de undeˆ ∞
 0e−x2
 dx =
 ˆ ∞
 0e−u 1
 2√
 udu =
 12
 ˆ ∞
 0
 1√u
 e−udu =12
 ˆ ∞
 0u−
 12 e−udu
 =12
 ˆ ∞
 0u
 12−1e−udu =
 12
 Γ(12) =
 12√
 π =
 √π
 2.
 3.3.2 Functia β a lui Euler
 Integrala
 β(p, q) =ˆ 1
 0xp−1(1− x)q−1dx
 este convergenta pentru orice p, q > 0, definind astfel o functie β : (0, ∞) ×(0, ∞)→ R. Integrala de mai sus se mai numeste si integrala lui Euler de specia(speta) I.
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 Proprietati ale functiei β
 Teorema 3.13. Au loc urmatoarele proprietati.
 1. β(1, 1) = 1.
 2. β(p, q) = β(q, p), pentru orice p, q > 0.
 3. β(p, q) =ˆ ∞
 0
 up−1
 (1 + u)p+q du, pentru orice p, q > 0.
 4. β(p, q) =p− 1
 p + q− 1β(p − 1, q), pentru orice p, q > 0 (formula de recu-
 renta pentru prima pozitie).
 5. β(p, q) =q− 1
 p + q− 1β(p, q − 1), pentru orice p, q > 0 (formula de recu-
 renta pentru a doua pozitie).
 6. β(m, n) =(m− 1)!(n− 1)!(m + n− 1)!
 , pentru orice m, n ∈N.
 7. β(p, q) =Γ(p)Γ(q)Γ(p + q)
 , pentru orice p, q > 0.
 8. β(p, 1− p) =π
 sin pπ, pentru orice p ∈ (0, 1) (formula complementelor).
 9. β(12
 ,12) = π.
 Exemplu. Determinatiˆ 1
 0
 »x− x2dx.
 Solutie. Au loc relatiileˆ 1
 0
 »x− x2dx =
 ˆ 1
 0
 »x(1− x)dx =
 ˆ 1
 0
 √x√
 1− xdx =
 ˆ 1
 0x
 12 (1− x)
 12 dx
 =
 ˆ 1
 0x
 32−1(1− x)
 32−1 = β(
 32
 ,32) =
 Γ(32)Γ(
 32)
 Γ(32 +
 32)
 =Γ(3
 2)Γ(32)
 Γ(3).
 Conform formulei de recurenta,
 Γ(32) = Γ(
 12+ 1) =
 12
 Γ(12) =
 12√
 π.
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 În plus, Γ(3) = 2! = 2. Urmeaza atunci caˆ 1
 0
 »x− x2dx =
 12√
 π · 12√
 π
 2=
 π
 8.
 Exemplu. Determinatiˆ 3
 2
 1√−x2 + 5x− 6
 dx.
 Solutie. Observam caˆ 3
 2
 1√−x2 + 5x− 6
 dx =
 ˆ 3
 2
 1»(x− 2)(3− x)
 dx.
 Pentru a calcula aceasta integrala cu ajutorul proprietatilor functiei β, transfor-mam intervalul de integrare în intervalul [0, 1] cu ajutorul schimbarii de variabilau = x− 2. Atunci
 ˆ 3
 2
 1»(x− 2)(3− x)
 dx =
 ˆ 1
 0
 1»u(1− u)
 du =
 ˆ 1
 0
 1√u√
 1− udu
 =
 ˆ 1
 0u−
 12 (1− u)−
 12 du =
 ˆ 1
 0u
 12−1(1− u)
 12−1du = β(
 12
 ,12) = π.
 Exemplu. Determinatiˆ π
 2
 0sin4 x cos2 xdx.
 Solutie. Tinând seama de identitatea trigonometrica fundamentala sin2 x+ cos2 x =
 1, ceea ce conduce la cos2 x = 1− sin2 x, vom face schimbarea de variabila u =
 sin2 x. Atuncidu = 2 sin x cos xdx,
 de undeˆ π
 2
 0sin4 x cos2 xdx =
 ˆ π2
 0sin3 x cos x · 1
 2· 2 sin x cos xdx
 =12
 ˆ 1
 0u
 32 (1− u)
 12 du =
 12
 ˆ 1
 0u
 52−1(1− u)
 32−1du =
 12
 B(52
 ,32).
 Folosind formula de recurenta pentru prima pozitie obtinem
 12
 B(52
 ,32) =
 12
 52 − 1
 52 +
 32 − 1
 B(52− 1,
 32) =
 12
 323
 B(32
 ,32) =
 14
 B(32
 ,32).
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 Folosind formula de reprezentare a functiei β cu ajutorul functiei Γ, urmeaza ca
 14
 β(32
 ,32) =
 14
 Γ(32)Γ(
 32)
 Γ(32 +
 32)
 =14
 Γ(32)
 2
 Γ(3)=
 14
 Γ(32)
 2
 2!=
 18
 Γ(32)2.
 Conform formulei de recurenta,
 Γ(32) = Γ(
 12+ 1) =
 12
 Γ(12) =
 12√
 π,
 de undeˆ π
 2
 0sin4 x cos2 xdx =
 π
 32.
 Exemplu. Determinatiˆ ∞
 0
 1(1 + x)
 √x
 dx
 Solutie. Observam ca
 ˆ ∞
 0
 1(1 + x)
 √x
 dx =
 ˆ ∞
 0
 x−12
 1 + xdx =
 ˆ ∞
 0
 x12−1
 1 + xdx.
 Pentru a aplica formula β(p, q) =
 ˆ ∞
 0
 xp−1
 (1 + x)p+q dx, alegem p = 12 (corespon-
 denta cu numaratorul), iar q va fi determinat din conditia ca p + q = 1 (corespon-denta cu numitorul). Urmeaza ca q = 1
 2 , iar
 ˆ ∞
 0
 1(1 + x)
 √x
 dx =
 ˆ ∞
 0
 x12−1
 (1 + x)12+
 12
 dx = β(12
 ,12) = π.
 Aplicatii
 3.1. Determinati valorile urmatoarelor integrale improprii
 1)ˆ ∞
 0
 1x2 + 3x + 2
 dx; 2)ˆ ∞
 1
 dxx√
 x2 + 1; 3)
 ˆ ∞
 1
 ln xx2 dx; 4)
 ˆ ∞
 1
 √x
 1 + xdx.
 3.2. Studiati convergenta urmatoarelor integrale improprii
 1)ˆ ∞
 1
 dxx5 + 1
 ; 2)ˆ ∞
 1
 x√1 + 2x6 + 3x8
 dx; 3)ˆ ∞
 0
 dxx2 − 2x + 3
 .
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 3.3. Folosind eventual faptul ca
 limx→∞
 P(x)ex = 0, pentru orice functie polinomiala P,
 demonstrati ca integrala improprieˆ ∞
 0
 x√e2x + 1
 dx este convergenta.
 3.4. Demonstrati ca integrala improprieˆ ∞
 0e2x cos 3xdx este convergenta.
 3.5. Studiati convergenta urmatoarelor integrale improprii
 1)ˆ 3
 1
 1(x− 1)2(4− x)
 dx; 2)ˆ 2
 2
 1(x− 1)(x− 2)
 dx; 3)ˆ 2
 1
 x»(x− 1)(2− x)
 dx;
 4)ˆ 1
 −1
 dx(3− x)
 √1− x2
 .
 3.6. Fie a, b ∈ R, a < b. Folosind eventual schimbarea de variabila
 u =x− ab− a
 ,
 (sau, în etape, u = x− a pentru a transforma intervalul de integrare în intervalul [0, b−a], cu un capat în origine, apoi v =
 ub− a
 pentru a transforma acest interval, de lungime
 b− a, în intervalul [0, 1]) si proprietatile functiei β, determinatiˆ b
 a
 1»(x− a)(b− x)
 dx.
 3.7. Folosind eventual schimbarea de variabila u = x2 si proprietatile functiei β, deter-
 minatiˆ 1
 0x2»
 1− x2dx.
 3.8. Folosind eventual schimbarea de variabila u = x2 si proprietatile functiei β, deter-
 minatiˆ ∞
 0
 1(1 + x2) 3
 √x
 dx.
 3.9. Folosind eventual schimbarea de variabila u = x4 si proprietatile functiei β, deter-
 minatiˆ ∞
 0
 11 + x4 dx.
 3.10. Folosind eventual schimbarea de variabila u = sin2 x si proprietatile functiei β,demonstrati ca
 ˆ π2
 0sin2n dx =
 (2n− 1)!!(2n)!!
 π
 2,
 ˆ π2
 0sin2n+1 dx =
 (2n)!!(2n− 1)!!
 12n + 1
 .
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 3.11. Folosind eventual schimbarile succesive de variabila u = tg2 x, v = u2 si proprie-
 tatile functiei β, determinatiˆ π
 2
 0(tg x)pdx, p ∈ (−1, 1).
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